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Liczby rzgdzq swiatem.

Pitagoras

0d Wydawcy

Podrecznik Matematyka 3. Zakres rozszerzony jest przeznaczony dla uczniow liceum
ogolnoksztatcacego. Jest on czescig pakietu edukacyjnego, w ktorego sktad wechodza: pro-
gram nauczania, zbior zadan, przewodnik metodyczny dla nauczyciela, scenariusze lekeji,
testy sprawdzajace, zestawy testOw przygotowujacych do matury, stereogramy oraz filmy
edukacyjne. Wszystkie te pozycje sg ze sobg Scisle zintegrowane i pozwalaja na petne wyko-
rzystanie nowoczesnych metod dydaktycznych w nauczaniu matematyki.

Tom trzeci podrecznika z trzytomowej serii zawiera szeS$€ rozdziatow: ,,Funkcje pote-
gowe, wyktadnicze i logarytmiczne”, ,,Elementy geometrii analitycznej”, ,,Funkcje trygo-
nometryczne”, ,,Elementy analizy matematyczne;j”, ,, Elementy geometrii przestrzennej
(stereometrii)”, ,,Elementy rachunku prawdopodobienstwa”. Dzigki przejrzystej i po-
wtarzalnej strukturze podrecznika przekazywana w nim wiedza jest doskonale uporzad-
kowana.

Liczne przyktady utatwiaja zrozumienie omawianych tematow, a utrwaleniu wiadomo-
Sci stuza zamieszczone na koncu kazdego rozdziatu pytania i zadania, ktore swoja trescia
czesto nawigzuja do sytuacji z zycia codziennego. Pytania i zadania o wysokim stopniu
trudnosci, a takze trudniejsze dowody twierdzen i przykiady oznaczono jedng gwiazdka
("), natomiast dwiema gwiazdkami (*") wyr6zniono materiat o bardzo wysokim stopniu
trudnosci, przeznaczony dla ucznidow szczegodlnie zainteresowanych matematyka. Na kon-
cu ksiagzki znajduja si¢ tablice, pomocne w usystematyzowaniu wiedzy, oraz spis literatury
pomocniczej 1 polecane strony internetowe.

Prosimy o nadsyfanie pod adresem Wydawnictwa wszelkich uwag i sugestii. Beda one
niezwykle przydatne w pracach nad kolejnymi publikacjami. Uczniom zyczymy, aby praca
z tym podrecznikiem przyczynita si¢ do wielu sukceséw w nauce. '



Objasnienia piktogramow i oznaczen

\:) definicja

O

—
K;’;,é_\& pytania i zadania
—

(] dowod twierdzenia
0J  dowod whiosku, przyktadu lub lematu
*  zadania i przyktady o wysokim (podwyzszonym) stopniu trudnosci

*  zadania i przyktady o bardzo wysokim stopniu trudnosci

Uwaga!

W podreczniku zastosowano oznaczenia zbiorow liczb uzywane w polskich szkotach.
Ich migdzynarodowe odpowiedniki zawiera tabela.

Oznaczenie stosowane Zbior liczb Oznaczenie miedzynarodowe
w podreczniku
N liczby naturalne N
C liczby catkowite Z
R liczby rzeczywiste R
w liczby wymierne (0]
w liczby niewymierne 03




I. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne
1. Potega o wyktadniku catkowitym

Potegowaniu liczb poswieciliémy sporo uwagi w klasie pierwszej. Przypomnijmy zatem, ze:

zywamy iloczyn n czynnikow, z ktorych kazdy jest rowny a:
"=a-a-..-a
_——

n czynnikow

kPote;gz} liczby a o wykladniku 1 jest ta sama liczba a: a'=a.

p
Potega o dowolnej podstawie rzeczywistej a i 0 wyktadniku naturalnym n wigkszym od 1 na—\

Wedtug definicji:azza-a, a’=a-a-a, a'=a-a-a a itd. Na przyktad:

3=3.329,(=2) = (=2)-(<2) - (-2)=-8, (~4) =—4,

L)S_L.L.L.Ll:L 3)(23) (3 (-3)(-3)- &%
2) 22222 32\ 5 5 5\ 5 5/ 625
Widzimy stad, ze potega liczby dodatniej jest liczba dodatnia, a potega liczby ujemnej jest
albo liczbg dodatnig, gdy wyktadnik jest liczba parzysta, albo liczba ujemna, gdy wyktad-
nik jest liczbg nieparzysta.

Znamy tez prawa dziatan na potggach, okre§lone wzorami:

(l) a”’l'a/'lza/]1+/'l; (ll)a/”:a/l:aﬂl—ll’ gdym>nia¢o; (2)(61”1) :aln l7;

(3) (a-b)m:(l’”'bm; (3!)(%) :%, gdyb#()
Prawa te wynikaja bezpo§rednio z podanej definicji potegi oraz z praw dzialan na licz-
bach. Wystarczy dowie$¢ praw (1), (2), (3), gdyz prawa (1') i (3') mozna wyprowadzic ja-
ko wnioski z praw odpowiednio (1) i (3). Na przykiad wzor (1') mozna uzasadnic naste-
pujaco:

m (m - rz) +n m-n n
m n a a a A m-=n

n n n

a a a
Zauwazmy, ze gdya > |, toa"> La’> La*> litd, gdyza§0<a<l, toa’< La'<], a' < litd.
Istotnie, jesli a > L, to a’>a>1iwowezas z przechodniosci nieréwnoSci wynika a’> 1. Stad

2
a’>a> 1,wi¢ca3> litd. Gdyza$0 < a < 1, to% > 1 Zatem(—gz) > 1, skqdotrzymujemya2< 1. Po-

4

3
dobnie jesli ( %) > 1, (é) > I, towtedya < 1,a" < litd. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Jesli n jest dowolng liczba naturalng dodatnia, to:

(a' >l sdva>1
@)y e’ < ledysa sl
(3)a">b", gdya>b> 0.
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. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

Twierdzenie to mozna sformutowacé nastepujaco:

Potega o wyktadniku naturalnym dodatnim liczby wigkszej od 1 (liczby dodatniej, mniej-
szej od 1) jest wigksza (mniejsza) od 1. Potega o wyktadniku naturalnym dodatnim liczby
dodatniej ro$nie, gdy jej podstawa rosnie.

Zauwazmy, ze twierdzenia (2) 1 (3) wynikaja z twierdzenia (1):

—gdy 0 <a< 1, wtedy é > 11z twierdzenia (1) wyprowadzamy % = (é) > 1,skada”< 1.

n / n

—gdyzaSa>b >0, wc’)wczas% > 11z twierdzenia (1) uzyskujemy % = (%) > 1,skada" > b".

Przyklad 1. Co jest wigksze: 2% czy 3%

Rozwiazanie:
10 10

Poniewaz 2°'=2" "=(2°) =8" a3"=3" ""=(3?) =9" wiec 3°°=9">8", cuyli
wigkszg liczbg jest 3% gdyz 9 > 8.
Potege o wykladniku zerowym okreslamy nastgpujaco:
wy y pyj

Dla dowolnej liczby a r6znej od zera
a’= 1,

czyli potega zerowa liczby a r6znej od zera jest rowna 1.

0

0 2 0
Na przyklad: 3= 1, (=2) =1, (g) =1, (-1,125) = 1L

Umawiamy si¢, ze symbol 0" nie ma sensu liczbowego, a wigc nie istnieje potega, kto-
rej podstawa i1 wykltadnik sa jednocze$nie zerami.
Potege o wyktadniku catkowitym ujemnym okresla definicja:

Dla dowolnej liczby a roznej od zera i dowolnej liczby naturalnej dodatniej n przyjmujemy

czyli potega o wykfadniku — 7 liczby a rdznej od zera jest odwrotnoscia n-tej potegi tej liczby.

-3 -4 4 4
a2 11 (1) L 4\ _[(5\_5 _625 33
Na przyklad2 —?—Z, (g) =3 —27, (g) ~~(Z> —ZI—ESE, (“1) =—1"=-1.

Umawiamy sie, ze symbol 0" nie ma sensu liczbowego, zatem nie istnieje potega licz-
by 0 o wyktadniku calkowitym ujemnym.

Przyjete definicje poteg o wyktadniku zerowym lub catkowitym ujemnym pozwalajg wy-
kazac, ze na potegach o wykladnikach catkowitych wykonujemy dziatania tak samo, jak
na potegach o wyktadnikach naturalnych dodatnich, co stanowi tre$¢ twierdzenia:



1. Potega o wyktadniku catkowitym

Twierdzenie 2.
Dla dowolnych liczb catkowitych m i n oraz dowolnych, réznych od zera liczb a i b za-
chodzg wzory:

(1) am.an:am+n, (],) am:an:ann, (2) (am)”:am»ﬂ’

m

@)(a-b)"=a™b", (3)(%) -4

(J Dowdd. Aby udowodnié to twierdzenie, wystarczy wyprowadzi¢ wlasnosci (1)—(3), gdyz wzo-
ry (1)1 (3') wynikaja juz z (1) i (3).

Przyktadowo uzasadnimy wzor (3).

Gdy m > 0, wzor jest prawdziwy (co wynika z wlasnosci dzialan na potegach, gdy n jest
dowolng liczba naturalng wigksza od 1).

Gdy m =0, tola-b)=1=1-1=a"b".

Gdy wreszcie m < 0, to —m > 0 1 wowczas:

mn- l _ 1 _ l 1 _ —<—m) 7<7m)_ m m
b) = =m —  —m ;-m — _—m g -m b = b D
(a ) (a : b) a b a b “ ¢

Prze¢wiczmy teraz wykonywanie dziatan na potegach o wyktadnikach catkowitych na kil-
ku przyktadach.

Przykiad 2. Przedstaw w postaci potegi liczby a wyrazenia:

3 -2 -3 2. -2

a) (L) b)(a?) Olata?) d) 44

Rozwigzanie:
3
1y 1 -3 3L 3-(-2)= -6
N(L) =L = . b - — .
a)(a) Pl )(a®) =a a
-3 -3 -3
C)(ail-afz) :(a—1+(--z)) =(g73) =40¥ (—3):a9;
2 -2 2+ (-2 0

d) (lal(,é — a al(() ):%:a()—l():aloi

Przyklad 3. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:
3 -2
-1 -1
a)a'3b"2c*3:(a’4b’3c‘4>; b)[(a"z) ]:[(a”) ] ;
-2

o) (a'p*c):(ab™'c?) d) (x '+ D(x2=x7"+ 1),
Rozwiazanie:

a)a’3b’2C"3:<a’4b‘3c_4):a’3’(‘4>b"2'(’3)(f’3’(‘4>:abc;

3 -2

b)[(a’zyl] :[(a’3)_1] z(az);:(a’z)_ﬁ:a(’:a‘(’:alz;
C)(a_lbzc’}):(ab’lc"2>72:(a’[bZC'%):(a_zbzc“):
—q " (72)[72—2C—3—4:a1b<)c—7:ac—7;

d) stosujac wzor (a + b)(a>— ab + b*) = a’*+ b*, otrzymujemy:

(x’l+ 1)(x"z—x’l+ 1) =<(x’l)l+ 1)((36’1)2— (x"l) + 1) = (x’1)3+ l=x+1




|. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne

Przyklad 4. Oblicz, stosujac najpierw wiasnosci dziatan na potegach:

Y 5755'.45943; b)2_4‘(2_2>w3; 2 25'@)2'(_2_3)1;
2 3 -
d) <((__22))2((_:;2 : e)(z"+3")(2"—3")+(2"+2°)_4 2
Rozwiazanie:
b)2*4-(2’2)_3=2’442%2’4“’:22:4;

-1

c)25-<§>_2~(—2‘3) - 25-(%)2-(—2)3'<‘): 572757 (<2)'=5" 227 (<27)

2
:_50‘22+3:_1_25:_32;
’ 3 -2
— = 2 2
(< 2)> (-4) _(2)'(_2) 2027t 2P s
d) 3 2 - 5 - 35 __5__2 —_g,
(=2)-(-2) (=2) -2 2
(2"+3’1)(2’1—3’1)+(2*1+ 2’ _4-2’3—(2’1)2— 3’1)2+ o) o
°) ) - ( 2
-4
= —3’%(%) 27=277-37+3 " 2% 27=27-3"42.37"=
L a2\ et 17 _3'-4-7_81-28_ 53
=3 (2-3)= g3 (T =g ¥ a3t 48l 03
Przykiad 5. Zapisz w postaci potegi wyrazenia:
N s oo 1.8).16|. 81
d)<3 ) 3 2% 9 (5 ﬁ>'48] 128
Rozwiazanie:
a)25'5_1‘53252-5‘]-532524”:54;
b)(-16)-(1:27)-2°==2" (2":27)- 2°=—2" 27" 2" = 2" = 27= (2
253_279342—52077
3> 2 (§> =32 352303727 2= 3" 2=
_a\ 2 5 4 5 43 4-5+3 2
d)(37) 3727=3"3737=30 =3
3 4
1.8)\.16|. 81 2 27| L3 (a2 4% 43 Al A7 At
e)[(g 77) 48}.1 8 “3 33]3 .27_[(3 32 )3] 2'37'=
I A7 m=4 A1 ol A3 A7 A=4 4 -2 16

10



1. Potega o wykfadniku catkowitym

Pytania i zadania %‘%‘
1. Podaj okreslenie potegi o wyktadniku: -
a) naturalnym dodatnim,
b) zerowym,
¢) calkowitym ujemnym.
2. Jakie znasz prawa dzialan na potegach o wyktadnikach catkowitych?
3. Oblicz:

2

2’427 (34+ 33)
69 5 45 3 ’ 3 bl

1 47+1 9

w2
9]

510 1y | N\
c)[(O,l)] + (7) 'E'[(z ) :2‘].
4. Zapisz w postaci potegi wyrazenia:
-2 -2 2

1

1\ o 3t L (1) 3t (4).
a)2-4-16'<§> 2 b9 3" o <3) , 23 & (9>,
3
1 _
<§>.22'8 2\ 6 4 (3 a-d) 6 A 2 4
d)ﬁ—(z); )4 4 -(2‘-2 ) : fy4-°-256°- 2"
(—23)-16
5. Oblicz:
4 -2 3 3 ) -3 s -2
. —_— . 75 . — . 75.
o|(3) '(Z)]-( 5)s 0 D) () w0
4°9°+6° 120, | 1
o 2210 12D, d + .
) g7 37 _ gl )1_71_1 1+71”:17
1-2 142
6. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:
-2
2 2y2 yS
- 2 X
a)<8x4y 1):[<2x3y2)_x9]; b)(%%) 3)’3; C)( i )_2 :
Xy Yy
> /1 ’ 2,2\ 22—4 xziz xzy2
- -1 3 - y
e [ ot (£ (2ol (.
7. Dla jakich liczb catkowitych n zachodzi rownos¢:
a)37%.3"3"=3"; b)2 " 2"+4-2"=9.2"% ¢)g-27"=3"
d)3*3"=3" e) (22 : 4) "= 4 £)0,000265 = 26,5 10"

£)0,00000547 = 5,47 -10"; h)2,5-107"-5,6-10 "= 1,4-10"

11



C)/

. Funkcije potegowe, wykladnicze i logarytmiczne

8". Znajdz wszystkie liczby naturalne n, ktore spetniaja warunek:

a)32<2"<128; b)2-16=2">4; €)9-27<3"<243;
d)9<3"<8l; e)3<3"<243; f)125>5"> 25.
9". Uporzadkuj rosngco liczby:
3)245, 33()’ 427, 5]8; b)4]00, 3250, 6323’ 0)329, 1612, 637, 1813;
d)260, 348’ 524’ 928’ 8113, 1257’ 6)2800, 530()’ 8250, 9225’ 16180; f)2[4(), 31()()7 48(), 660, 114();

9 10

29", 10°, (0,1)", (0,3)", 0™, (0.1)",(0.3)".

2. Potega o wyktadniku wymiernym

Rozszerzymy teraz pojecie potegi. Okreslimy potege liczby dodatniej o wyktadniku wymier-
nym. Jest to potega a, gdzie a oznacza dowolna liczbe dodatnia, w — dowolng liczbe wymierna,
ktorg (z definicji liczby wymiernej) mozna przedstawi¢ w postaci utamka ,ml, gdzie min sa
liczbami catkowitymi, a n # 0. Nalezy jeszcze udowodnié, ze prawa dzialan na potggach o wy-
ktadnikach catkowitych zachodza réwniez dla poteg o wyktadnikach wymiernych.

Znamy juz potege a%, czyli %/a, zwana pierwiastkiem arytmetycznym stopnia n z licz-
by nieujemnej (n oznacza tutaj dowolna liczb¢ naturalna wicksza od 1). Wiemy, ze jest to
taka liczba nieujemna b, 7e b" = a.

Poprawnos¢ powyzszej definicji pierwiastka arytmetycznego z liczby nieujemnej wynika
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.
Dla kazdej liczby nieujemnej a i dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n istnieje do-
ktadnie jedna liczba nieujemna x spetniajaca rownanie:

n
X =d.

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi¢, gdyz wykraczaloby to znacznie poza ramy na-
szego podrecznika. Pozwala ono jednak przyjaé definicje:

T
Dla dowolnej liczby nieujemnej a i dowolnej liczby naturalnej dodatnicj n potega a” jest

liczba nieujemna, spetniajgca rownanie x" = a.

n 1
1

Zatem (cﬁ) =a oraz (a”)ﬁza.

1 . L
Okreslona w ten sposob potege a” zapisujemy tez w postaci %/a i nazywamy pierwiast-

. 1
kiem arytmetycznym stopnia n-tego z liczby nieujemnej a. Stad a2 = /a (w tym wypadku

I 1
wyjatkowo nie piszemy nad symbolem f liczby 2), a®=3%a, a*=4/a itd. Na przyklad:
1 1 1

97=(32)7=3 85=(27)" =2, 6253=(5")" =5

12



2. Potega o wykfadniku wymiernym

1
Powyzsza definicja pierwiastka pozwala tez pisac, ze a' = a, bo a jest jedyna liczbg spel-
1
niajaca rownanie x = a. Z definicji tej rowniez wynika, ze 0" = 0, poniewaz 0 jest jedyna licz-
1 1
ba, dla ktorej zachodzi rownos¢ x"=0.Zatem 03=0,05=0itd.

Oczywiscie, gdy a > 0, to a% > 0.
Uwaga. Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby ujemne;j. Z twierdzenia 1 mozna wysnu¢
nastepujacy wniosek:
Wnhiosek. Dla kazdej liczby ujemnej a i dla dowolnej liczby naturalnej nieparzystej n istnieje
dokladnie jedna liczba ujemna x taka, ze x" = a.

Istotnie, bowiem gdy a < 0, to —a > 0 i na mocy twierdzenia 1 istnieje taka liczba x > 0, ze
x"=—a, co wobec nieparzystosci n mozemy zapisa¢ jako (—x)n =a.

Tak wicc, jesli n jest liczba naturalna nieparzysta, zas a jest liczbg ujemna, to przyjmujemy

a=-1/-a.

Na przyklad: y/—1=—31=-1, /=27 =-3/27=-3, ¥/-32=-3/32=-2,
1/-2187=-7/2187=-3.

Pierwiastka stopnia parzystego z liczby ujemnej nie okreSlamy.

1 m

Wiedzac, co oznacza potega a”, mozemy okresli¢ potege a "

\
Dla dowolnej liczby dodatniej a i dowolnych liczb catkowitych m in, gdzie n # 0, przyjmujemy:

i

im

m (a”) ,gdyn>0

a"=y _m o\
a”:(a‘”> ,gdy n<0.

\. J

3

Na przyktad: 9%2 (9%> =3

4
3 3

16,4 7=47=(42) —p7=L_ L

Il
—
oo

w|—
S~

Il
(V)

S
I

=27,8
-2 2 1 2

275 =073=(073) = 3220,
Oczywiscie, gdy a > 0, to a’ > 0.
Tak okreslona potega a0 wyktadniku wymiernym w nie zalezy od przedstawienia licz-

by ww postaci utamka. Na przyktad, poniewaz % = % = % = }% itd., wiec 2% = 2% = 2% = 2%3

itd. Zachodzi bowiem naste¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Dla dowolnej liczby dodatniej a i dowolnych liczb catkowitych m, n, p i q, gdzie n# 0

m L
iq#O,jeéli%zg,toa”:aq.

O Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozumowania mozemy przyjac, ze n > 0iq > 0; gdy-

by bowiem byto n < 0, wtedy moglibySmy utamek % zastapi¢ ulamkiem %, bo zgodnie
z definicja at=a-".
13



I Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

m P
Oznaczmy x,=a", x,=a‘.

mq
n

Wowczas mamy réwnosci:
pn
nq ( ﬂ>”q ( l)m”q ( i) mq nq ( £>nq ( L)pnq ( l>q pn
x; =\a") =\a" =[\a” =a oraz x, =\a?) =\af =\a“ =a

ng

z ktorych wynika (na mocy zalozenia % = g), ze x;"=x,", stad za$ (na mocy twierdzenia

b

o rownaniu x" = a), ze x,= x,. (J
Wobec tego mozemy przyjacé, ze:

Jezeli w jest liczba wymierna, za$ a — liczbg dodatnia, to:

(Y

w m
— n
a =a”,

gdzie % jest dowolnym ufamkiem przedstawiajgcym liczbe w.

Zauwazmy przy tym, ze gdy a > 0, to a" > 0 dla kazdej liczby wymiernej w. Teraz moze-
my sformutowac kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Dla dowolnych liczb dodatnich a i b i dowolnych liczb wymiernych « i w zachodza wzory:

(1)au'aw:au+w, (1,) au:awzau—w,
(2) (au) . au w’

@)(ab)'=a"b", (3) (%)u: Z—

& J

(J Dowod. Aby udowodnic to twierdzenie, wystarczy dowie$¢ rownosci (1)—(3), gdyz po-
dobnie jak poprzednio wzor (1') wynika ze wzoru (1), a wzor (3') — ze wzoru (3).

Dla przykladu udowodnijmy wzdr (1). Niech u = %1 iws= —g—, gdzie m, n, p i g sa liczba-
mi catkowitymi, przy czym n > 01i¢q > 0. Wowczas mamy:

. y m 11 ﬂ ﬁ L mq L np J_ mq + np M m . E -
a -a :an.a(/:am/,am/:((lnq) ‘<al‘l(]> :<am1> =a nq :an q:a D
Z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek:
Whiosek. Dla dowolnej liczby dodatniej a i dowolnej liczby wymiernej w zachodzi réwnosc:
-W 1

a =—.
a

Rzeczywiscie, na mocy wzoru (1) otrzymujemy:

w -W w — W

a-a"=a"""=d"=1
Umawiamy si¢, ze dla dowolnej liczby wymiernej dodatniej w przyjmujemy 0" = 0.
2 3
Zatem 03 =0,04= 0 itp.

Przykiad 1. Zapisz w postaci potegi liczbe /3,/3 /3.
Rozwiazanie:

~——
[S1E
I
—
(O8]
(O8]
IN[™
~—
D=
Il
—~
(O8]
NN
~—
[SIE
Il
(O8]
ool

~—
BO[—
11
D S
98]
—
[0%)
+
[SIE
S——
| —
~—
| —
Il
———
(O8]
—
W
[S1[™)
S—
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2. Potega 0 wyktadniku wymiernym

Przyklad 2. Wykonaj dziatania:

(ap™1) bs

Rozwigzanie:
2 2 2
307\ 1 3\3( 1\ 1 302 7.2 1 1141 1,1 14 |14
a4b3 az a4 b3 az_aﬁl 3b7> 3a2 a2b9a2 aZ 2b9 ab9
4 - 4 -4 34 774 ;17 4 17 41T
3\3 7 4l _3\3 1 a3-b 4 3pb6 a3b bs a3b 6 a3be
ab 4) bo a3\b 4) be
-4 14 _ 1 1 25
=qa 3b9 6=q 3b18‘

Na koniec sformulujemy jeszcze twierdzenie zwane twierdzeniem o monotonicznosci
potegi o wyktadniku wymiernym pozwalajace poréwnywac potegi o wyktadnikach wymiernych:

Twierdzenie 4.
Dla dowolnej liczby dodatniej a i dowolnych liczb wymiernych w, i w, takich, ze w,>w,,
zachodza zwigzki:
(e 2a olva> i 2)a"<a” gdya<l

Twierdzenie to mozna stownie wyrazi¢ nast¢pujaco:
Potega liczby wiekszej od 1 (dodatniej i mniejszej od 1) rosnie (maleje), gdy jej wyklad-
nik wymierny wzrasta.

(J Dowdd. Niech w, = %1— iw,= —g, gdzie m, n, piq sa liczbami calkowitymi, przy czym n > 0

ig> 0. Zatozmy tez, ze a > 1 oraz %7— > g

m P
Gdyby wowczas a " < a 7, to podnoszac obie strony tej nieréwnosci do potegi ng, otrzy-

q

. , . 4 s, m np . . . . np . ~ s
malibySmy nieréwno$¢a < a ', a z niej, po podzieleniu obu stron przeza -~ — nierownosc

mq — np

< 1. Tymczasem liczba mq — np jest liczba catkowita dodatnia, wigc dla a > 1zacho-

q

dzi nierownosé¢ @™~ "' > 1. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy (1). Twierdzenie (2) wy-

nika za$ z twierdzenia (1), bowiem gdy 0 <a <, to %> 1, zatem dla liczb wymiernych

w. 2

1 C 1 1
> (E , czyli nierownos¢ P > P

Wy

w, i w,, takich ze w >w,, zachodzi nieré6wnos¢é <‘d>

i ostatecznie nierownos¢ a"'< a".

Z udowodnionego twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski:
Whiosek 1. Potega o wyktadniku wymiernym dodatnim w liczby a wigkszej od 1 jest wigk-
sza od 1, to znaczy, ze gdya> liwe W ,toa" > L.
Whiosek 2. Potega o wykladniku wymiernym dodatnim w liczby a dodatniej i mniejszej od 1
jest mniejsza od 1, czyligdy O<a< liwe W toa < 1.
Whiosek 3. Potega o wykfadniku wymiernym dodatnim liczby dodatniej roSnie, gdy rosnie
jej podstawa, a zatem gdy a>b>0iw e W, toa">b".

Whiosek 3. udowadniamy w ten sposob, ze gdy a > b > 0, to % > liwowczasdlaw e W,

w

zachodza kolejno nieréwnosci: (%) > 1, % > 1i ostatecznie a" > b".
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I. Funkcje potegowe, wykladnicze i logarytmiczne

Oto przyklady zastosowan twierdzenia 4:

3
1.32> 34, bo 3>11% ?1’
3 S
1)? (l)“ 1 3.5
2.<2> <{35 ,b00<2<112 e
2
3.45> 1, bo 4>1i%>o;
5
2\? 2 .5 .
4.<§><1, bo 0<§<11—2~>0,
20,3 30‘3 2 3
5<§> <<§‘> , bo O<§<§10,3>O.

Pytania i zadania

1. Podaj definicje potegi:
a) o wyktadniku %, gdzien € N ;
b) o wyktadniku %, gdziem,n € Cin#0;
¢) o dowolnym wyktadniku wymiernym w.

2. Omow wlasnoSci dziatan na potegach o wyktadnikach wymiernych.
3. Omow monotoniczno$¢ potegi o wyktadniku wymiernym.

4. Napisz w postaci potegi o wyktadniku wymiernym: /11, 3,/42, 413, —1—~, 1 , 1 ,
32 s/3t 3/7?
1 s5/c3
3 57
. . . . 2 -2 ~0.5 2
5. Napisz z uzyciem symbolu pierwiastka: 53, 373, 7°° 102 15 135.
=1 2 -0.5 =1
- 5 (25 L5 0.1
6. Oblicz: (0,008) %, 273 (—1-6~> , 167, 1024 ,(1,44)2

7. Co jest wigksze:
1

1
3 2 1 1 3 2 1
a)27 czy37; b)22 czy 33; c)(%) zy<§> d) 1007100 ¢zy 1000 1000 6)83czy<%8> ?
8. Napiszw postaci potegi:
02 S o (4 ()
16742
9. Uporzadkuj rosngco potegi:

a4 () (4 )

1

b)22 33, 4%

9@ 2 () (2]

N1I)

w

16



2. Potega o wyktadniku wymiernym

10. Wykonaj dziatania:

2 2 3

0224 1), (23433)

=
~—
—
[\
W=
+
>
W=
~——
—
(9,
| —
|
(O8]
=
~—
—
N
(SIS
+
(8
[SIE
>

2 3

by (32-22), (33-273) (a5 adoavad) (3o 234304 ad):
c)(2-2%~2%—1>(5+4-2%+3 %> <2§ 25 )(5+2%+3~2%>;

2
d)(xf%—1)<x_%+x_l+x7%+l) (a taita é+1><a—a'%+a%—1>.
11. Skré6¢ utamki:

-b -b
a)aiib b) "1
al-b2 al+b?
-b +b
o) d) -1
a’—>b?3 a’+b3
e)a+2/d7b+b_ a+b 2/ab
aT+bT fa+v
21 12 21 12
a+3a*b3+3a3b3+b. n)y¢=3a’b*+3a*b3-b
g 2 T 2 > ) 2 T 2 -
a’+2a’3b3+b3 a’—2a3b3+b3
12. Oblicz:
-2
-1 1 075 -1 0
2) 0,027 3”(‘6) +256" =374 (5,5);
- -0,5
3 ! -3 - 0,25
b) (Z) —7.5-477 - (=2) 481,

ey | e-ear)
ay (27587 325, 81%>%

2 2

1 1
(7—24%)2_<7+24%>2 .

g)

17



. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

13. Dla jakich liczb wymiernych w zachodzi rownos¢:

a)2-2"=8"; b)37 '-9=0; 04" =128
w—4 v
4w~9_ 1 . W+]3_ 1 1 _.\/l.
92" =(3) (¥2) =3y f)(g> =%
w w w=3 w
2 9 81 w1 1 N N
9(3) (3) = 3% 3 (§) =(g): 92" 3"=6/36/

2w-3
He "6t =1216" k)(%—) ~ 416"

14. Dla jakich liczb catkowitych p zachodzi niero6wnosc:

a)6" > /36; b) 71024 < 4'
)77 /49 > 343; d)2* /512 < /2/2;
3p+ 1
2p 5. 2 (3 125.
025 5 < Y75 33 f)ﬁ (2) >125,

D+ 2

3p—1 )
1 1. 1 L
g)(i) <4/3:’ m(§) e

15. Wykonaj dziatania:

‘d)<x4y>(§ Jy"); b)S( > %)@x%y%);

C)[%‘i]_i ay(a=p") (a’+b ),
125b

¢) (a%+b%)<a%—b%); f)(a%b%>:<a_%b%).

16. Wykonaj dziafania:
2

a)<aib3§4vs>3~[a1;5b]‘125] ; b (a?+ b= /a2 /b+3b3—27)
8¢ laope
N e RN (L e L Ll L

17. Wykaz, ze prawdziwe sg nierOwnosci:

2)3/4//3 > 3/1/5%; b)%w%-

0)3\/\/@<75\/3/é;; d)zls /zT,

100

&) (2/2) > £)20/2 +2/3>2;
g)ﬁ+ﬁ>ﬂ; h) 1+ 42>2;
i) /1L1+3/1,2>2
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3. Dziatania na potegach o wyktadniku wymiernym

3. Dziatania na potegach o wyktadniku wymiernym

Zajmiemy si¢ teraz przeksztalcaniem bardziej ztozonych wyrazen algebraicznych, zawie-
rajacych potegi o wyktadniku wymiernym.

Przyklad 1. Upros¢ wyrazenie:

s 1
W=(x2~yz>%—y2(x2—y2>7%+x2. (=) (=) 22.

Rozwiazanie:

Podstawmy w podanym wyrazeniu ( x” — y2 =y, wowczas otrzymamy:
ywp ym wy zy y

2 2
2 2 1 2 2 2 u +y
_ Y 2outy -y _u—y X o
W=u 7"'){' 7 7 + N =
2 2
u 1+(% I/t'1+y—2
u
2 2
2 2 u +y 2 2 ) 2+2 2
_u -y 2 u u —y 2 _uUTx =y _
= tX 2 == tX o= 7} =
2uty
u
2
2

:T”:2u=2 xT—Wyuzr,gdy‘xb‘y} 1 y#0.

Odpowiedz: W=2 /x"—y".
Przykiad 2. Upro$¢ wyrazenie:

3 1

3
x?P—x1 x?’
W= 5

1 1 1 1
<x7+x7) —2x{’<x7+x7) x o+l
Rozwiazanie:

3 §<i>‘ <L) (L L)(l 11 ;)
Dx?—x9=\x?) =\x7) ={x?=x"\x"+x? - x7+x7),

x
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2) <x7+x7> - 2x7<x7+x7> = <x7+x?><x7+x?— 2x7> = (x?+x7><x’f—xf”),
1 1 1 ! Ll

P v D P 7 P.oNqd
3) X _ X _ X __ X _x’x
e T T T T T~ 1 1
x M+l oxP 9+l xPix?+1 xP4xd xP+xd
1
Xﬁ
Wyrazenie W mozemy wigc zapisac nastepujgco:
< 1 1 2 L 1 2 B
P =x P +xP o x?+x xP-x9 _
W= 1 1 1 1 + 1 1~
(x”-{-x" xP—x1 xP+x1
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|. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

€1 1
=x"+x9,gdyx>01 x#1L

2 12 L
x? 2 Poxd4x9 xP+

1 s 1 1

x?+x4 x?+x9

1
Odpowiedz: W = x v +x9.

11 11
_y .x2y4+x4y2 X

y

ENES

Przyklad 3. Upros¢ wyrazenie W =

Rozwigzanie:

X
3 11 1 1
x*+x2yt x2+y?2 x2—2x y

1

1
_\X _ 3 44
= 1 L2—— i _1_2 - i Lz =7
(wiyf)  (x¥y¥) (w-y%) Yo
DY
4 4
Odpowiedz W_x1+y]
3 1 11
2 2 2 h2
Przyklad 4. Upros¢ wyrazenie W = a’th + fb T _‘; —bb'
<a7+b7>(a—b) a’+b?
Rozwigzanie:

IR s | L

L bt
(L T T g=ph
(a2+b2)(a—b) a2+b?2
L 1o 1 1o

_<a2+b2>a—a2b2+b>+ 2b2  a’br _

a 1 1 TR -b

a5+b7>(a—b) ar+pr 470

11 11 1
_a—a2b2+b_a2b2+ 2b2
B — — 1 -

a-b a—b a4+ bh?

11 1 ( 1 L)z 1
_a=2a’b’+b _2b° a’—>b> L 2b2
RV Ay T T 1 L(L L) T T-

(af)—<b7> az+b> <612—b2 a?+b2) a?+b?
1ol 1 1.1
—h2 2 2

:al b1 %b 1:a1+b1=1,gdya20,b Oia#b
a’+b? a’>+b? a’+b?

Odpowiedz: W= 1.

20
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3. Dziatania na potegach o wykfadniku wymiernym

Pytania i zadania

1. Upros¢ wyrazenia:

X=y X=y

1

TR I 11 | ! ! !
xX2—y?2 x2l+4y? 2x2y2 az+b2 a+ b2

a) 33 T 1 Ty—x b) T a+ | b
oy xity? 2a’h 2ab?
ey ey
T4y2 T3 1 I 2 o1y |

C) xl+y.1., - Xl—yi <y_7_xA2); d) 1 : 1 - ai—bi (ab)iz
xz_y2 x2+y2 az_*_b-i ai—bj

2. Upros¢ wyrazenia

". Oblicz warto$¢ wyrazen:

a) :(gi—bﬂ M+<a%+b%>~2 :

1 1 1

-9 2+3 3 9 3+2 +8  5-a3

)| —F—5 —x% e S
x+3x2+9 x2-27 a’—2a*+4) 1—-a*> 1+a3

x+/§ + x—/3

a) — — - dla x=2;
Jx + /x+/3 Jx—Jx=J/3

b) _
T e 1o/ —a WMae=755
1

1+a _ 1—a dla _\/g.

T 2
C)<3\/§t%+3§;—%_2> dlax—a> ,gd21e a>01ia#l;

211
d)%'722+[;2<x”+x(’)dlax=<a+

a -1
2pq
2 2

S

a-pr
a—b) ,gdzie a>b >0, pgeN,;
. 1
’;
A- B
A+B?

,gdy A*> B> 0;

1
f) T 1 '<1+2x_%y%+x_1y)“ dlax=9,y=0,04;
yz_xz (xy)él
1 1) ? |
X2+a2>2+(x2__a2>2
) : , dlax~am2m+—’;l ,gdziea>0, m>0, n>0 1 m>n.
(#ea) = (v=a)
X +a X —a

21

=



|. Funkcje potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

4. Potega o wyktadniku niewymiernym

Wiemy juz, co to jest a”, gdy a jest dowolng liczba dodatnig, za§ & — dowolng liczba wy-
mierna. Pora wiec okreSli¢ potege liczby dodatniej o wyktadniku niewymiernym.

Najpierw zapoznajmy si¢ z przykladem — rozwazmy potege 372, Aby ja okresli¢, musimy

znalez¢ kolejne przyblizenia dziesi¢tne z niedomiarem i nadmiarem liczby niewymiernej /2.

Oto one:
1 2
1,4 1,5
1,41 1,42
1,414 1,415
1,4142 1,4143 itd.
Liczby te sa wymierne, dlatego znamy potegi, ktorych sg wyktadnikami:
3 3’
1.4 31‘5
31.41 31,42
31.414 31.415
31.4142 31,4143 ltp,
na przyklad:

392302 /37 23,3, 3MR=3i00=39=%/3" =3 %/3% jtd,

Poniewaz znalezione przyblizenia dziesi¢tne tworzg ciag:

1<1,4<1, 41<1, 414< 1, 4142 < ..., wiec potegi, ktorych sa wyktadnikami, rowniez:
(*) 3l< 31,4< 31.41< 31,414< 3144142< o

Prawidiowo$c¢ ta dotyczy takze drugiego ciagu liczb:

2>1,5>1,42>1,415>1,4143 > ..., wiec:

(**) 32> 31.5> 3]442> 314415> 31,4143
Otrzymane dwa ciagi (*) i (**) sa monotoniczne: pierwszy z nich jest rosnacy, dru-
gi za§ — malejacy. Dowodzi si¢, ze obydwa te ciagi sa zbiezne do tej samej granicy, kto-
ra okreslamy wlasnie jako 372,
To sugeruje nastepujaca ogdlng definicje potegi o wyktadniku niewymiernym:
1. Jezeli a jest dowolna liczbg dodatnia, r6zna od 1, zas o — dowolng liczbg niewymierna,
to potege a” okreslamy nastepujaco:
Obieramy dwa ciagi przyblizen dziesi¢tnych liczby a: z niedomiarem (w) i z nadmia-
rem (w,'). Nastepnie rozwazamy ciagi (¢ "yi(a" ) — poteg liczby a o wyktadnikach wy-
miernych w iw ' Sa one zbiezne do tej samej granicy. T¢ ich wspolna granice przyjmu-
jemy jako warto$¢ potegi a’.

2. Gdy a = 1, to dla dowolnej liczby niewymiernej & przyjmujemy 1= 1.
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4. Potega 0 wyktadniku niewymiernym

W ten sposob mamy okreslona potege a” dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej a
o dowolnym wyktfadniku rzeczywistym c.

Umawiamy si¢ ponadto, ze gdy a > 0, to 0“ = 0, na przyktad: 0= 0, 0"=0.

Potegi o wykladnikach niewymiernych maja te same wlasnosci, co potegi o wyktadni-
kach wymiernych. Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb dodatnich @ i b oraz dowolnych liczb rzeczywistych a i 3 prawdzi-
we s3 WZory:

1.aa~aﬂ:aa+ﬁ; 2.aa:aﬂ=aa7ﬁ; 3.(aa>ﬁ:aa'ﬁ;
i

4.(ab)a=aa~ba; 5.(%) :%.

Ponadto, jezeli:

Ga>1id-1 to aa<aﬁ; T.0<a<lie<p to a’>a’.

W szczegolnosci:

B8 Gdva>tia-0tea 1 9.Gdy0<a<1lia>0, to a”<1.

Rozszerzajac definicje potegi, trzeba zdecydowac, na jakich wlasnoSciach potegowania
nam zalezy. Zwykle za najbardziej podstawowa przyjmuje si¢ wiasno$¢ wyrazona wzorem 1.
Definiujac potege o dowolnym wykfadniku rzeczywistym, tak by spetniony byt warunek 1.,

2
zapewniamy, ze wtedy bedzie ona nieujemna, gdyz a' = a? ' 2=q2-q2= <a7> = 0,
przy czym, jeslia" =0, to musitezby¢a" =a"-a" "= 0(w e W,x € R). Jesli zatem chce-
my, aby potega a” byta okre§lona dla wszystkich x € R, to jej wartosci musza by¢ dodatnie.
OkresSlajac wige potege liczby ujemnej, nalezy albo zmniejszy¢ zbior wyktadnikow, albo zre-
zygnowac z wlasnosci 1.
Przyklad 1. Oblicz w przyblizeniu wartos¢ potegi a = 5771, btedem mniejszym niz 1.
Rozwigzanie:
Z nieréwnosci 1,4 < /2 < 1,5 wynika, ze 0,4 < J2-1<0,5, a stad 5«57 7 ¢s

0,5

2 s L
Mozemy teraz zamieni skrajne potegi na pierwiastki: 5"'=55=9250raz5"’=52= /5,
co pozwoli fatwo sprawdzi¢, ze 2 < /5<3 i 1<$/25<2. Zatem 1 <a < 3.
Przyjmujac wiec w przyblizeniu a = 2, popetnimy btad mniejszy niz 1.
Przyklad 2. Ktora z liczb jest wigksza: 2" czy 379

Rozwiazanie:

Poniewaz 1,7</3<1,8 , a 1,4</2<15, wicc 2"7<27<2" a 3"<37<3".
18 14 9 7
Sprobujmy wykazaé, ze 2"°<3"". Istotnie: 2'"°< 3" 210< 3105 25<352 <3
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. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

& 512 < 2187. Ostatnia nierownos¢ jest oczywiscie prawdziwa, zatem 2%« 3" Wobec te-
go,ze 2’ '« 23"« 3" ostatecznie otrzymujemy: 27 <37
/3 =2
Przyklad 3. Rozstrzygnij, ktora z liczb /2 1,/3" jest wigksza.
Rozwigzanie:

Sposéb pierwszy. Wiemy juz, ze 372507 Podnoszac obie strony tej nierdwnosci do po-
1 | y _ ,

.1 . 7 = V2 /3 . /2 /3

tegi 5, otrzymujemy: (3\ 2)2 > (2v3)2, skad <3%) > (2%) cezyliy/3 > /2 .
372
. . /2 6 3 4 8 /64 /54
Sposdb drugi. Zauwazmy, ze (ﬁ > = /§ =3'=27>16=2"=,/2 = ﬁ > ﬁ =
3,2 3 3/2

3,/2 _
Nk /2 /3 . /3
z(ﬂ X) .Stqd(ﬂ ) >(/2 ) iostatecznieﬂ 2>/§ .

Przyklad 4™, Czy istnieja liczby niewymierne o i 3 takie, ze of jest liczbg wymierna?
Rozwigzanie:
/2 .
Liczby takie istnieja. Jesli bowiem liczba /3" jest wymierna, to przyjmujemy: o = /3,
[~ . s g ‘/’2 . . . . . Vi . . .

B =2.Jesli za$ liczba /3" jest niewymierna, to przyjmujac o = /3, B=/2, widzimy, ze
. B /2 2 SV 2 .o .
liczhaa™ = (v@ ) =/3 =3 =3, awicc jest wymierna.

Uwaga. Wiadomo, ze liczba 3’ ’ jest niewymierna, ale dowod tego jest bardzo trudny.

Pytania i zadania
1. Postugujac si¢ ogdlna definicja potegi o wyktadniku niewymiernym, oblicz wartos¢
przyblizona potegi:
a)2' > b) 3" 2
c) /2‘3; d) 577
2. Ktore z podanych wyrazen majq sens:
a)-2""; (—2)‘2; 277 (—2)_\2; 27
b)2" -2% (_2)71; (—1)7[; s

3 V3
5

C)<v/§>("5>; 3\3+\5; (\/§+\/§> \/33\,5; <(_3>2> ‘7
3. Uporzadkuj rosngco liczby:
a)2>% 2272"; 2% 2% 2‘3;

b)3" 3% 37 37 4.
4. Ktora z liczb jest wigksza od 1:

2(00) w(F) 03]
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4. Potega 0 wyktadniku niewymiernym

5. Co jest wigksze: x czy y, jesli:
a)(0,8) > (0,8)";
b) (1,5) <(1,5)";
¢)(7.1)" > (7,1)?
6. Ktora z liczb jest wigksza:
a) 127 czy (2 /§)
I 2
b) 2’ : czy /2 ;
c) 57 czy3";
/3 /5
d) /5 czy /3 ;
e)5 czy 7"
— /5
f)/5 czy/7 ?
7. Dane sa takie liczby dodatnie a, b, ¢, z ktorych co najmniej jedna jest rozna od 1, oraz

/28
>

takie liczby rzeczywiste x, v, z, ze a =bc, b’ =ca, ¢’ =ab.
Udowodnij, ze x +y+z—xyz=-2.
8". Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a i b zachodzg nierow-
nosci:
a-b

a) (%) > 1;
a+b

b)abba<<a+b> ;

2

a+b
o)a’’b <(a2+bz> ;
2
a

(“3*)

9"". Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwno§é

b a+b+c
a C
a'b’c'>(abc)

10™". Wykaz, ze jezeli x i y sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, za$ o jest do-

2
a

2b
d)a'p’>

2
n-o cos” o

wolng liczba rzeczywista, to X y <x+y.

117 Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetniajg warunek a + b + ¢ = 1. Udowodnij, ze
a'b’c+a’" b va b "< 1.

12"". Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé
a"+b">ab.
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. Funkcje potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

5. Funkcja potegowa

Wsrod poznanych przez nas dotad funkcji liniowych, kwadratowych i wymiernych wy-
stepowaly miedzy innymi funkcje: f(x)=x, g(x)= X h(x)= X k(x)= 315 Pierwsze trzy
z nich sa okre§lone w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych, ostatnia za$ — w zbiorze
R\{O} liczb rzeczywistych rdéznych od zera. Wartosci kazdej z nich sa wyrazone za pomoca
potegi argumentu o wyktadniku odpowiednio 1, 2, 3i —1. Funkcje te naleza do szerokiej kla-
sy funkcji postaci f(x) = xa, zwanych funkcjami potegowymi o wykladniku o, gdzie o jest
dowolna liczba rzeczywistg.

Z poznanych wilasnoéci poteg o dowolnym wyktadniku rzeczywistym wynika, ze
dziedzing funkcji potegowej f (x) =x"jest:
— zbi6r R wszystkich liczb rzeczywistych, gdy « jest dodatnig liczbg naturalna;

—7zbidr R \{O} wszystkich liczb rzeczywistych roznych od zera, gdy o jest ujemna liczbg
catkowita lub zerem;

—zbior R, U {O} nieujemnych liczb rzeczywistych, gdy o jest dodatnig liczbg wymierng (ale
niecatkowita);

—zbiér R, dodatnich liczb rzeczywistych, gdy o jest ujemna liczbg wymierng (ale
niecatkowita) lub dowolna liczba niewymierng.

Zatem kazda funkcja potegowa jest okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich,

a niektore funkcje potegowe sa okreslone w zbiorach zawierajgcych zbior liczb dodat-

nich.

Poznalismy juz funkcje potegowe: f(x)=x, g(x) =, h(x) =x i k(x)= % Oto ich

wykresy na rycinach 1.1-1.4.

fx)=x

Ryc. 1.1. Ryc. 1.2.
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5. Funkcja potegowa

h(x)=x3

Ryc. 1.3.

Omowimy teraz kilka podsta-
wowych wtasnosci funkcji potego-
wych, wynikajacych z poznanych
wezesniej wlasnosci poteg. Dla wy-
gody bedziemy osobno rozpatrywac
funkcje potggowe o wykladnikach
catkowitych i osobno funkcje pote-
gowe o wykladnikach wymiernych
niecatkowitych. Na rycinach 1.5-1.9
zostaly przedstawione wykresy kilku
funkcji potegowych o wyktadnikach
catkowitych.

Ryc. 1.7.

Ryc. 1.4.
Y Y
y=x
y=x’
-i___ 1_,
: , - .
10 X 01 X
-1 B |
Ryc. 1.5. Ryc. 1.6.
Y‘
4,1_,,
i
-1 O
Ryc. 1.8. Ryc. 1.9.
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I. Funkcje potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

Jezeli w jest liczba calkowita, to funkcja potegowa y = x" jest:
—malejaca w przedziale (—oo; O> i rosngca w przedziale (O; +oo), gdy w jest dodatnig licz-
ba parzysta;
—rosngca w catym zbiorze R liczb rzeczywistych, czyli w przedziale (—oo; +o0), gdy w jest
dodatnig liczbg nieparzysta;
- rosngca w przedziale (—oo; O) i malejaca w przedziale (0; +oo), gdy w jest liczbg parzysta
mniejsza od zera;
~malejaca w kazdym z przedzialow (—o0;0) i (0;+oc), gdy w jest liczbg nieparzysta
mniejsza od zera;
—stala i rowna 1 dla kazdego x r6znego od 0, gdy w jest rowne zeru.
Zauwazmy przy tym, ze gdy w jest liczba parzysta, to wobec rownosci (—x)wz x', wykres
funkejiy = x jest symetryczny wzgledem osi OY (ryc. 1.2, 1.5, 1.7 1 1.9); gdy za$ w jest licz-
ba nieparzysta, to zachodzi rownos¢ (—x)w = —x", z ktorej wynika, ze wykres funkcji y = x"
jest symetryczny wzgledem punktu O (ryc. 1.1, 1.3, 1.4, 1.6 1 1.8).
Aby wiec zbadac przebieg funkcji potegowej y = x, wystarczy zbadac jej przebieg dla
x > 0, bowiem na podstawie zauwazonej symetrii bedzie wiadomo, jak ta funkcja si¢ zacho-
wuje, gdy x < 0.
Przyklad 1. Wykaz, ze funkcja f(x)=x", gdzie n jest dodatnig liczba naturalng, rosnie
w przedziale <O; +00).
Rozwigzanie:

Niech x, i x, beda takimi liczbami nieujemnymi, ze x < x,. Wtedy 0 < 7; <1 ina mocy

n

X
znanych wiasnosci potegi o wyktadniku naturalnym zachodzg kolejno nierownosci: (X—;> <1,

X

n

X

<1, xln< x;, czyli f(xl) <f(x2). Wykazali$my tym samym, ze

[

N [xl <x,=f(x,) <f<x2)], co oznacza, ze funkcja f(x)=x", gdyn € N , jest rosna-

xl‘xze<o; roo)
caw przedziale <O; +00).
Przykiad 2. Udowodnij, ze funkcja f(x)= x ' gdzie ke N, jest rosnaca w przedziale
(— o0; 0 )
Rozwigzanie:
Wartosci funkgji f(x) = x s % sa odwrotno$ciami wartosci funkgji g(x ) = " ktéra
jest malejaca w przedziale (—oc; O).XWynika stad, ze funkcja f(x ) ro$nie w tym przedziale.
Niech w bedzie niecatkowita liczba wymierna. Wowczas funkcja potegowa y = x" jest:
~ rosnaca w przedziale (0; +oc), gdy w > 0;
~ malejaca w przedziale (0; +o0), gdy w < 0.
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5. Funkcja potegowa

1 3 1
Na rycinach 1.10-1.13 przedstawiono wykresy funkcjiy=x2, y=x2,y=x 2,y=x

Y
1
y=x?
21
3T
21
1

1 3

[S3[*%)

A
Y
24 1
\ o=+
14
o T
} 2 1 Il } 1
1 0% 1 4 X
Ryc. 1.12.

Y
1_
-1 O 1 X
Ryc. 1.11.
|
Y
3
y=x?
1+ \\
-1 O 1 X
Ryc. 1.13.

1
Sporzadzenie wykresu funkcji potegowej y = x ", gdzie n € N, jest dos¢ fatwe. Gdy bo-

1

. - n 210 . . « . s . , 2 2 2
wiem y=x",tox =y .Jesli zamienimy w tej rOwnosci x na y, za$ y na x, otrzymamy rOwnos¢

y=x". Geometrycznie oznacza to, ze gdy zamienimy wspOlrzedne punktu wykresu funkcji

1

y=x", otrzymamy punkt wykresu funkcji y = x'". Jak wiemy z nauki o funkcjach w kla-
sie pierwszej, punkty (x;y ) i( y;x)leza na ptaszezyznie XOY symetrycznie wzgledem proste;
o rownaniu y = x. Punktami takimi sa na przyktad punkty o wspotrzednych: (1;2)1(2;1),

L n
(=3:2)1(2:=3). Wykres funkcji y =x" jest wigc obrazem wykresu funkcji y=x dla x>0
w symetrii wzgledem prostej o rOwnaniu y = x. Ilustracjg tego stwierdzenia jest rycina 1.14

1
na nastgpnej stronie, ktora przedstawia wykres funkcji y = x 2 bedacy obrazem wykresu funk-

.. 2 L ..
cjiy=x dlax > 0we wspomnianej symetrii.
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Przygladajac si¢ wykresom funkcji pote-
gowych na rycinach 1.14-1.16, zauwazamy,
Ze maja one wspolne dwa punkty (0;0)
i (1;1), gdy wyktadnik w >0, poniewaz
0"=0il" = 1,zas jeden punkt (1; 1), gdy wy-
ktadnik w < 0. Ponadto, gdy liczby wymier-
ne dodatnie w, i w, spelniajg warunek
w,<w,, to x<xdlax>lax'>x dla
0 <x< 1. Wynika stad, ze wykres funkcji
y=x"lezy powyzej wykresu funkcji y =x '
dla x>1, a ponizej tego wykresu dla
0<x<1(ryc. 1.1511.16).

Ryc. 1.15.

Podobnie stwierdzamy, ze gdy liczby wymier-
ne dodatnie w, i w, spelniajg warunek w <w.,, to

x M<x Pdla0<x<l zas x >x dlax>l.
Co oznacza, ze wykres funkcjiy = x lezy powy-
zej wykresu funkcji y=x ' dla 0 <x < 1, a poni-

zej tego wykresu dla x > 1 (ryc. 1.17).

Pytania i zadania

1. Podaj okreslenie funkcji potggowe;.
2. Podaj dziedzing¢ funkcji potggowe;.
3. Podaj dziedzing funkcji:

a) f(x):xs; b) f(x)zx();

e) f(x)zx"%; f) f(x)zx%;
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1
y=x?
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01 X
Ryc. 1.14.
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Y y=x y=x2
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6. Rownania (nierownosci) potegowe

4. Podaj zbior wartosci funkcji:
a) f(x)=x
Of(x)=x % Di(x)=x @ f()=x b f(x)=x

5. Podaj przedzial, w ktorym kazda z podanych funkcji rosnie, i przedzial, w ktorym maleje:
a) f(x)=xs b f(x)=x

7
1 3
2

) f(x)=x 3 d) f(x)=x 2.
6. Naszkicuj wykres funkcji:

a) f(x)zx%; b) f(x)=x
¢) f(x):x_3; d) f(x)=x 2.
)

b) f(x)zx_z; C) f(x)zx%; d) f(x)zx%;

1

_3 1 L
2 10

I\)

W@

7. Zbadaj, czy dla x € (O 1) zachodza nieréwnoSci:

a)x<x2; b)x <

g 2 3
c)x >x¥ d)yx <x.

6. Rownania (nierownosci) potegowe

Rownania (nierownosci), w ktorych niewiadoma wystepuje jako podstawa potegi, na-
zywamy rownaniami (nieréwnosciami) potegowymi. PrzesledZmy na przykfadach, jak roz-
wiazuje si¢ takie rOwnania (nier6wnosci).

_3
Przykiad 1. Rozwigz rOwnanie: x 4= %

Rozwigzanie:

Nalezy zatozy¢, ze x > 0, wtedy bowiem rownanie to ma sens.

Podnoszac obie strony podanego rownania do potegi —%, otrzymujemy kolejno:

4 -4 _4
-3 3 3 (-4 3\ 3 3. (-4

<X7%> 32(%) , x4 ( 3)2(2 3) 2, x=2 ’ ( 3> 1 ostatecznie x = 24.

Odpowiedz: x = 16.
3

Przyktad 2. Rozwiaz rOwnanie x 2= g
Rozwigzanie:

Zaktadamy jak poprzednio, ze x > 0, a nastgpnie podnosimy obie strony rownania do potegi

- % Otrzymamy wowczas kolejno:

(xfg)

Odpowiedz: x = 2.

(2] (2] -2t (e

Wt
[SY[%}

4
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|. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

-3 _

-1
Przyklad 3. Rozwiaz rownanie ( 2/2;6 ) = [(x /x) ]
X

=

Rozwigzanie:

Przy zalozeniu, ze x > 0, otrzymujemy kolejno rownania rOwnowazne:
-3

2] [y

) 6 T
27’ x%:x% /-23 x_%,
9 3

x2 4=27

x%:23

—
52
4>|;
—~—
O
I
—
\S)
w
~—
o)

4
5.

x=2
L 4
Odpowiedz: x = 25.
s . . 7z s 7 -3 -2
Przyklad 4. Rozwigz nierOwnoS¢ x >x .
Rozwigzanie:
Nierowno$¢ ta ma sens, gdy x # 0.
. . . 7 7 . 3 . . P z 2 Z .
Mnozgc obie strony nieréwnosci przez x , otrzymujemy nierdwnos¢ rownowazng: x < I,
gdy x > 0, lub x > 1, gdy x < 0. Poniewaz nieréwnosci x > 11 x < 0 nie mogg zachodzi¢ jed-
L . . . -3 -2
noczesnie, wigc ostatecznie x >x o 0<x< 1

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan podanej nieréwnosci jest przedziat <O; 1>.

1 1

Przyklad 5. Rozwiaz nierdwnoS¢ x 4 > x 2.
Rozwigzanie:

Zaktadamy, ze x > 0. Wtedy dla x > 0:

11 1_1 1
xiz2x2ex? 4<lexi<lex<l

Latwo stwierdzic, ze liczba 0 takze spetnia podang nierownosc.
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest przedziat <0; 1>.
-1
Przyklad 6. Rozwiaz nierowno$¢ (x — 1) > ux.
Rozwiazanie:

Nier6wno$¢ ta ma sens dla x # 1 (podstawa potegi (x — 1)71 musi by¢ r6zna od zera).

Gdy x—1>0, czyli gdy x > 1, wtedy dana nieréwnos¢ jest réwnowazna nierOwnosci

+ﬁ.

X (x — 1) < 1, czyli nierownosci X —x—-1<0. Rozwigzujac ja, otrzymujemy 1 < x < L 5
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6. Rownania (nierdwnosci) potegowe

. ’, ’ o, . . . . . . - 1 .
Gdy zas 0 < x < I, podana nierdwnos¢ nie zachodzi, poniewaz wyrazenie (x —1) jest
ujemne. Wreszcie, gdy x < 0, wowczas podana nierowno$¢ jest rownowazna nieréwnosci

1—@

VI , .
x(x—1)>1, ata—nierownosci x —x — 1 > 0, ktora zachodzi dla x < 5

1_£>U<1;1+/§).

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierdwnosci jest <—oo; 5 5

3 4
Przykiad 7°. Udowodnij, ze jezeli x > 1, to <x4+ %)(X + %) < <x + —li)(x3+ %)
X X
Rozwiazanie:
Dana nieré6wnos¢ jest rownowazna kolejno nieroéwnosciom:

4 3 4 3 4 3 4 3
X x t+x -%+%~x +%-%<x X tX %+%x +%~%,
X X X X
7 2 7 3 2 3 2 2
x +2x +L3<x +x +x+—13, 2x <x +x, 2x<x +1, O<(x-—1),
X X

a dla x > 1 ostatnia nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa.

Pytania i zadania

1. Rozwiaz rownania:

_2 4
a)x 3=4; b)x3=2,/2;
-5 10 T
c)x :277; d) x 323—2;
1 1
e)x3=x; f)x=x2;
2 1
g) x3=x; h)%xgzxz.
2. Rozwiaz rGwnania:
1
2 1 a5
a)x3+8=9x3; b) x” - l3<x2—9)2=—27;
-0,25 -0.5
C <x2+2x—15> ZQ; d (2x2—x+2) =O,2/§;
J
5 -1,5 2 1,5 3
o) (x’ +x) =025/2; f(x’+x+2) =8x"
3. Rozwiaz nierdwnosci:
a) x~2>x71; b)x>x_2;
L -
c)x 3=x 2 d)(x-1) BT R
3 5 5 7
e)xS< x4 f)x 6<xo.

4". Udowodnij, ze jezeli x > 1, to:

a) (2x4+x)<x3+ 2 %) <(2x*+2- L))

b)<2x3+2—%)<x2+2—%> < <2x3+ 2- %)(x2+2— %)
x X
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. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne

7. Funkcja wyktadnicza

Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista dodatnig. Wiemy juz, co oznacza potega a’
dla kazdej liczby rzeczywistej x. Mozemy zatem kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzad-
kowaé potege a . Otrzymamy wowczas funkcje f (x) = a" okreSlong w zbiorze R wszystkich
liczb rzeczywistych.

\] Funkcje f, ktora dla danej liczby dodatniej a przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej x
v potege a’, nazywamy funkcja wykladnicza o podstawie a i okreslamy wzorem f (x) =a.

Na przyklad funkcje: f(x)=2", g(x)= (—é;—) , h(x)= (O,l)x sa funkcjami wykfadniczy-
mi o podstawach odpowiednio 2, % i0,L

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci funkcji wyktadniczej, ktore wynikaja ze znanych
nam juz wlasnosci poteg:

1. Jezeli a > 1, to funkcja wykladnicza f(x)=a’ jest rosnaca w zbiorze R.
2. Jezeli a < 1, to funkcja wyktadnicza f(x) =a" jest malejaca w zbiorze R.

3. Jezeli a=1, to funkcja wykladnicza f(x)=a"

jest stala; wtedy bowiem 1" = 1 dla kazdej liczby  f(x)=a", Y f(x)=a",
rzeczywistej x (ryc. 1.18). 0<a<l a>1
4. Jezelia > 0ia +# 1, to kazda liczba rzeczywista do- malejaca rosngca

datnia jest wartoScia funkcji wykladniczej

; stata 1 f(x)=a*, a=1
f (x) =q dla pewnego argumentu x. Ponadto
kazda warto$¢ funkcji wyktadniczej jest liczbg o %
dodatnia. Mowimy zatem, ze funkcja wykladnicza
f(x)=a, gdzie a>0ia+ 1, odwzorowuje zbior R
wszystkich liczb rzeczywistych na zbior R, wszystkich Ryc. 118,

dodatnich liczb rzeczywistych.

Wykres funkcji wykfadniczej nazywamy krzywa
wykladniczg. Przyktady krzywych wykiadniczych
przedstawiono na rycinach 1.19, 1.20 1 1.21.

HOBIOY
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7. Funkcja wykfadnicza

Patrzac na wykresy funkgcji f(x):2x y

ig(x)= (%) (ryc. 1.1911.20), zauwazamy, Ze s3
one symetryczne wzgledem osi OY’; jesli bowiem Fo)=(1,1)"
punkt (x:y) nalezy do wykresu funkcji f, to
punkt (—x; y ) nalezy do wykresu funkgji g, co wy-
nika z rownosci: o1 10 20 30 X

1 X B Ryc. 1.21.
s(-x)=(%) =2"=r(x)
Ponadto wykres kazdej funkcji wyktadniczej f(x ) = a’ przechodzi przez punkt (0; 1), bo

f(0)= a’= 1. Widzimy tez, 7e kazda funkcja wykladnicza o podstawie dodatniej i roznej
od 1 jest monotoniczna. Co wigcej, im jej podstawa a > 1 jest wigksza, tym funkcja ta ro-
Snie szybciej; za$ im jej podstawa a < 1 jest mniejsza, tym szybciej maleje (ryc. 1.22, 1.23).

Y
Y
| fe=@)
=03y
1\
RN X 1 o] 1 2 x
-1 +-1
Ryc. 1.22. Ryc. 1.23.

Warto tez zauwazy¢, ze gdy podstawa funkcji wykladniczej f (x) =a jest wicksza od 1,
wowczas funkcja ta przyjmuje dla dostatecznie duzych argumentow wartosci dowolnie du-
ze; dla dostatecznie malych argumentow za$ — wartosci dowolnie bliskie zeru. Symbolicz-
nie oznacza to, ze gdy:

1.x—>+4+o00, to a - +o0;
2.x——00, to @ — 0.

Gdy podstawa funkcji wykladniczej f (x) =a" jest mniejsza od 1, wowczas jesli:
1. x - +oo, to a - 0;

X
2.X —>—o00, t0 @ — +oc.
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I. Funkcje potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

Pytania i zadania

1. Podaj okreslenie funkcji wykfadnicze;.
2. Podaj wtasnosci funkcji wykladnicze;.
3. Sprawdz, czy podane punkty naleza do wykresu funkcji f, jesli:

2) f(x)=2" (0:1), (1:2), (2:4), (3:8), ( 1,;) (‘2?211>;
b) /() =(% ) (1), (-1:2), (-2:4), (-3:8), (15} (2F)

4. Sporzadz wykresy funkcji:

0r@=35  or=(3) orm=-3)  ar=(3):
5". Sporzadz wykresy funkcji:

) f(x)=1-25 by f(x)=2""%  of(x)=2"  df(x)=2

(x-1) il il x|

o f(x)=h=2k prx)=2r 1 @r(x)=2 2 hyf(x)=2

6. Wykaz, ze jezeli wartoSci argumentu x funkcji f (x) =a" tworzg ciag arytmetyczny, to

X

wartosci tej funkcji tworza ciag geometryczny.
7. Udowodnij, ze jezeli x, jest Srednig arytmetyczna x, i x,, to a’ jest Srednig geometrycz-

na wartoscia 'ia’ .

X 9)(
;2 X)=——7.
)f( ) 9 +3

* ok . . 4

8. Dana jest funkcja: 1 =—
ana jest funkcja: 1) f(x) PR

a) Udowodnij, ze f(x)+f(1-x)=1

b) Wyznacz sume f(O) +f<7)1(ﬂ>+f(§620_4>+ +f<%882) f( )

8. Rownania (nierownosci) wyktadnicze

Réwnania (nierownosci), w ktorych niewiadoma wystepuje w wyktadniku potegi, na-
zywamy rownaniami (nieréwno$ciami) wykladniczymi.
Rozwiazywanie rownan wyktadniczych zazwyczaj jest oparte na dwoch metodach:

1. Przechodzenie od réwnania af(x)z ag(x)

do roéwnania f (x) = g(x); rOwnania te przy
a>0 i a# 1 sa rownowazne, co wynika z réznowartosciowosci funkcji wyktadniczej
o podstawie dodatniej i roznej od L.

2. Wprowadzanie nowych zmiennych.

PrzesledZzmy to na przyktadach.
Przykiad 1. Rozwigz rOwnanie 3= %
Rozwiazanie:

3=ge3=3"ex=2
Odpowiedz: x =-2.
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8. Rownania (nierownosci) wyktadnicze

Przykiad 2. Rozwiagz rbwnanie M= gt

Rozwiazanie: ()
, . . cA2(x+2), .
Prawa strong rownania zapisujemy w postaci 2 i otrzymujemy:
3x-1 X+ 2 x=1_ _2(x+2)

R A e3x-1=2(x+2)ex=5
Odpowiedz: x = 5.

x+3

Przyklad 3. Rozwigz rownanie 379" 7.

Rozwiazanie:
Wyrazenia po obu stronach réwnania zapisujemy jako potegi o jednakowych podstawach:
3

x=5 x+3

9 :27<:>3xf5v32(x+3):33<:>3

x~5+2<x+3>:33@x— 5 +2<x+3)=3 @XZ%.
Odpowiedz: xz%.

Przyktad 4. Rozwigz rOwnanie 7" =97 "

Rozwigzanie:
Mnozymy obie strony rOwnania przez 9" i otrzymujemy:
7.1(75:9573({:) 7X'5.9X*5: 957.’(‘9)(75:} (7 .9>x—5: lo 63.x—5: 630(:)
ex—-5=0ex=5

Odpowiedz: x = 5.

4x -5

Przykiad 5. Rozwiaz rOwnanie 4" =64

Rozwiazanie:
2

4 e6a" e a =) L 4x - 5) e - 1234 1520,
Rozwigzujac réwnanie - 12x+15=0w znany sposob, otrzymujemy: x =6 — /21 lub
X=6+ /ﬁ
Odpowiedz: x,= 6 — /21, x,=6+ J21
Przyklad 6. Rozwigz rébwnanie: 25 -6-5+5=0.
Rozwiazanie:
Rownanie to jest rOwnowazne rOwnaniu 5°-6-5"+5=0.
Wprowadzamy niewiadoma pomocnicza y = 5% otrzymujemy rownanie y2 -6y+5=0.
Stady=1lub y=5,czyli5 =1 lub 5 =5,czylix=0 lub x= 1.
Odpowiedz: x, =0, x,=1. -
Przyktad 7°. Rozwiaz rOwnanie 8 -3-4"-6-2"+8=0.
Rozwiazanie:
Podstawiajac w tym réwnaniu 2" = y, dostajemy rownanie y3 -3 y2 —6y+8=0. Roz-

ktadamy wielomian y3— 3 yz— 6y + 81 otrzymujemy:

y'=3y -6y+8= <y3—y2) —(2y2~ 2y> —(8y-8)=

= (=D =2y(y=1D)-8(y=1)=(r=-1)(y"-2y=8)=(y=1)(y-4)(y+2).
Zatemy -3y —6y+8=0e (y+2)(y-1)(y-4)=0sy=-2luby=1luby=4.
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. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

Po ponownym podstawieniu 2” = y otrzymujemy réwnania: 2'=-22"=1,2"= 4. Pierw-
sze z nich jest sprzeczne, pozostale sa rownowazne temu, ze odpowiednio: x = 0, x = 2.
Odpowiedz: x,= 0, x,= 2.

Rozwigzujac nierdwnosci wyktadnicze, opieramy si¢ na twierdzeniach o monotonicz-
nosci funkcji wykfadniczej. Wiemy z nich, ze funkcja wyktadnicza o podstawie wigkszej od 1
jest rosnaca, a funkcja wyktadnicza o podstawie mniejszej od 1 jest malejgca. Oznacza to,

ze nierdownosé a'f(x) > ag(x) jest rtownowazna nierownosci f(x) > g(x), gdy a > 1, a nierow-
nosci f(x)<g(x), gdy0<a<l

Przykiad 8. Rozwiaz nieréwnos¢ 2"> %

Rozwiazanie:

1

2> =252 T ex>— 2,edyz2 > L

Odp0w1edz: x>=2.
2x -1

Przykiad 9. Rozwiaz nier6wnos¢ (%) < 8.

Rozwigzanie:
2x -1

Dana nieréwnos¢ ]CSt rownowazna nieréwnosci (%) ( 1 ) ta za$ — nierOwnosci

2x-1>-3,gdy20 <+ <L Dalej:2x—1>-3 o 2x>-2 s x>~
Odpowiedz: x = —1.
Przykiad 10. Rozwiaz nieréwnos¢ 12 9" %
3)(
Rozwigzanie:
{2 .9x+ l>—7——%—9— - 373(_. 32(x+ l)> 376<:>
3
o3 T e 2+ 256 o

<:>—x2+2x+8>04:>—2<x<4.
Odpowiedz: =2 < x < 4.

x =1 x+ 1

Przyklad 11°. Rozwigz nierownos¢ 8 —2< 184" —=3-2
Rozwiazanie:
Podstawiajac w podanej nieréwnosci 2" =y, otrzymujemy do rozwigzania najpierw nie-
rownosc y3 -2<18 ~y2- 43 -y - 2, ktora jest rownowazna kolejno nieréwnosciom:
y-2< %yz— 6y,

2y =9y’ +12y -4 <0.
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8. Rownania (nierownosci) wyktadnicze

Rozkladajac wielomian 2 y3— 9 y2+ 12y — 4 na czynniki, otrzymujemy:
2y -9y +12y—4= <2y3— 4y2> - <5y2— 10y> +(2y-4)=
:2y2(y—2)—5y(y— 2)+2(y—2)=(y—2)<2y2—5y+2>:
=2(y=2)(y~- 2)(y— %) = 2<y- %)(y— 2.
Zatem pozostaje do rozwigzania nierOwWnos¢ 2 (y - ~%—)(y - 2)2< 0, ktéra zachodzidla y <

lub y=2.

=

Po ponownym podstawieniu 2" = y otrzymujemy 2'< —é— lub2" =2, czyli 2'<2 l, lubx=1

1 ostatecznie x <—llubx= 1.
Odpowiedz: x <—1lubx =L

Pytania i zadania \%z%
1. Rozwigz rOwnania:
—x+2 2-x
a1 l _ Nt l
a)2' = 4; by() =25 03'=(4)
( o Tx+8 x - | N S5x-— x—
dy3t =g e)dx =1 nat=16""
2. Rozwiaz rOwnania:
x—1 L 3x =17 TIx =2
2V (3)_4. (2 (5\ x5 x+3
2(3) 3= ®EF) =(3) : 92 4 =%

v:ﬁj)(%\/?)) ~97. 93—2x; "’é)(% . 25‘() _ 53.x’—4; f) 3x_+ 2: 33.x.

3. Rozwiaz rownania:

a) 5x+2_ 5.&': 120’ %')‘4&*3_49(: 504’ Q‘,) 25,\’_ 25)(—1: 512’
d) 7+ 7" =56 e)2-16"—15=2"+4""" 137 "+37" =382
4. Rozwiaz robwnania:
a) 4.‘(—6-2x+8:0; b)r;33x.5x—2:9x+1; C)‘v62x+4:23.x'34.¥‘4;
dyt=3" gt €)3.9"+8-3"=3; £)49° -8 -7 +7=0.
5. Rozwiaz nierbwnosci:
a) 5.x—l<%; b) 3x>32—.r; C) 2x 76x+3>l;
d)2"<3% e)(0,1) > 10" f)(ﬁ)& (%—) .
6. Rozwiaz nierownosci:
4x7 - 152+ 13 4-3x _ ~—m - » o .
a)(%) >(%) S b)5 T -25'<624; ¢)2" =27 =27 55 -5
—,x2+5.\"~8 2x+1 x 2 +x 2-x
d) (0,04) <625 e)5 >5 +4 f)2° -2 <15
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I. Funkcije potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

9. Logarytm i jego wiasnosci
Wiemy juz, ze jezelia > 0ia # 1, to kazda liczba dodatnia jest wartoscig funkcji wyktad-
niczej f (x) =a dla pewnego i tylko jednego argumentu x. Zatem, jezeli liczby a1 b sa do-

datnie i a # 1, to istnieje dokfadnie jedna liczba rzeczywista x taka, ze a =b. Liczbe te na-
zywamy logarytmem liczby b przy podstawie a i oznaczamy symbolem log b.

Logarytmem liczby dodatniej b przy dodatniej i roznej od 1 podstawie a nazywamy wyktad-
nik potegi, do ktorej nalezy podniesc¢ a, by otrzymac b.
Logarytm ten oznaczamy symbolem log  b.

Krocej mozna to zapisa¢ nastgpujaco:
Jeslia>0,a# 1ib>0,tolog b=x o a =b.
Wynika stad nastepujacy wniosek:
Whiosek. Dla kazdej liczby dodatniej b i kazdej dodatniej liczby a r6znej od 1 zachodzi row-
nos¢a "= b.
Zapamietajmy, ze:
1. Kazda liczba dodatnia ma doktadnie jeden logarytm przy danej dodatniej i roznej od 1
podstawie.
2. Nie istniejg logarytmy liczb ujemnych i zera.
Przyktady:
log,8=3, bo 2'=8§;

2

log19=-2, bo (%) 9.
3

_1 oo
logIGZ—Z, bo 164=2;

1
| dla kazdegoa>0ia # 1.

log 1=0, bo aoz
1, bo a=a

log a=
Logarytm liczby b przy podstawie 10 nazywamy logarytmem dziesietnym liczby b i pisze-
my log b. Na przyktad:
log 100 =2, 10g 0,001 ==3, log1=0.
Przyklad 1. Znajdz x, jeSli:
a) log, x=-3; b) log9x=~%; c) log3(x2>:2.
Rozwiazanie:
OczywiScie w przyktadach a) i b) musi by¢ x > 0, a w przykladzie c) wystarczy, aby x # 0.
Wowczas

a)log,x=-3 & x=2_3:é;

C) log3<x2> —2ex' =3 ox=—3lubx=3,
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9. Logarytm i jego wtasnosci

Przyklad 2. Znajdz x, jesli:

a)log 9=2; b)log 27=3; c)log 625=-4.
Rozwigzanie:
a)log 9=2ex =91 x>0, i x#lex=3
b)log 27=3ex =27 i x>0, i x#1ex=3
¢)log 625=—4=x ‘=625 i x>0, i x£lox=1
Sformutujmy teraz kilka wtasnoSci logarytmu.

Twierdzenie 1.
Jezelig>0,a# 1. b>0.¢> 0,10 Ioga(bc) =log b+ log, c, czyli logarytm przy tej samej
podstawie dodatniej i roznej od 1 iloczynu dwoch lub wigcej liczb dodatnich jest rowny su-
mie logarytmow tych liczb przy tej samej podstawie.

J Dowdd. Mamy:

log“( be log,, b log,, ¢ _ log, b + log,, ¢

'~ be=a a ‘' =a ,astad log (be) =log, b+ log,c.0

Twierdzenie 2.

Jezelia>0,a# 1,b>0,c> 0, to loga<%) =log b —log,c, czyli logarytm przy tej samej
podstawie dodatniej i r6znej od 1 ilorazu dwoch liczb dodatnich réwna si¢ roznicy loga-
rytmow dzielnej i dzielnika przy tej samej podstawie.

U Dowdd. Mamy:

b log, b
al‘)gu(%): Q — a —a log, b = log, ¢

log,, ¢

, skad logu(%> =log, b—log, c.UJ
Uwaga. Podang rownos$¢ mozna uzyskac jako wniosek z réwnosci poprzedniej, mianowi-

cie: log b= logd(g : C) = loga<%> + log ¢, skad wynika dowodzona rownosc.

Twierdzenie 3.
Jezelia>0,a# 1L, b>01x€ER, to loga<ba) =alog b, czyli logarytm przy tej samej
podstawie dodatniej i r6znej od 1 potegi liczby dodatniej jest rowny iloczynowi wyktadni-
ka i logarytmu tej liczby przy tej samej podstawie.

(J Dowaod.

I()gu( /70{) o log, b O( o 1<>g” b . . .
a =b = (a ) =a , skad wynika zadany wzor. (J
Uwaga. Z udowodnionej rownosci mozna otrzymac, jako wniosek, wzor podany w twierdzeniu 2:

logu(%) = loga<b : (,'71> =log, b+ logu<c“1> =log, b—log,c.
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I. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne

Twierdzenie 4. (wzor na zmiang podstawy logarytmu)

lo
log B czyli aby otrzymac logarytm licz-
by dodatniej ¢ przy nowej podstawie b, nalezy podzieli¢ logarytm liczby ¢ przy dawnej pod-
stawie a przez logarytm nowej podstawy b przy dawnej podstawie a.

Jezelia>0,b>0,a#1,b#1,¢>0,tolog,c=

.

U Dowod. Mamy:

o o log, ¢ o
a"=e=p" = (a ) (]0 DECH >, skad wynika zgdana rownos¢. [

Twierdzenie 5.
Jezelia>0,b>0,a# 1, b#1,tolog b=

1 .
log, @’ co oznacza, ze jeSli w danym logaryt-

mie zamienimy miejscami podstawe i liczbg logarytmowana, to otrzymamy odwrotnoS¢ da-
nego logarytmu.

.

UJ Dowod. Zgodnie ze wzorem na zmiang podstawy logarytmu:

logaa 1 0

102,475 5 = Tog_ b

Twierdzenie 6.
Jezelia>0,b>0,a# L,b#La, BeRiB+#0,tolog [,ba=%log b.

UJ Dowod. Wzor ten uzyskujemy jako wniosek z poprzednich twierdzen:

log, (6" )=alog, b=a —L =g 1 a1 _a.,0Q
8() £(.5) log (o”) ,B-logba B log a p g,
b

Oto kilka przykfadow zastosowan poznanych wtasnosci.

Przykiad 3. Znajdz x, jesli logx = log2 + log 5.
Rozwigzanie:
logx=log2 +log5 e logx=1log2 -5 x=10.
Odpowiedz: x = 10.
Przyklad 4. Znajdz x, jesli log, x = log, 48 — log, 3.
Rozwigzanie:
log, x=log,48 —log,3 = log,x= logz%g & log,x=1log,16 & x=16.
Odpowiedz: x = 16.
Przyklad 5. Oblicz log 5 - 1og 20 + (log 2)2.

Rozwiazanie:

2 2
log5-10g20 + (log2) =log5-log5-4+(log2) =
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9. Logarytm i jego wtasnosci

:logS(logS + log4) + (log 2)22
=(log 5)2—1— (log5)(log4) + (log 2)2:
= (log5)"+ (log5) - (loz2") + (log2) =

~(1og5) +2 (log5)(log2) + (log2) =
~(log5+1log2) = (log10) = I'= 1.
Odpowiedz: 1.
Przyklad 6. Oblicz log ,27 - log,16.

Rozwigzanie:
log ,27 -log,16 = logzi?»}- log%z24: 23 log,3- —% 4-log,2 =
=12-log,3 log,2=12-1=12.
Odpowiedz: 12.
Przyktad 7. Wiadomo, ze log x =2, log, x = 3,log_x = 6. Oblicz log , x.
Rozwigzanie:

1 _ 1 _
log (abc) log a+log b+log c

- 1
log . x= 1
3

DO —

Odpowiedz: log, yx = 1.
Przyklad 8'. Oblicz iloczyn / =log,3 - log,4 -log,5 - ... - log,, 100 - log, 2.
Rozwigzanie:

Stosujac do kazdego z logarytmdw wzor na zmiang podstawy (nowa podstawa bedzie wsze-
log3 log4 log5 log100  log2

dzie 10), otrzymujemy: / = Tog2 Tog3 Togd " Tog99 Tog 100 =1
Pytania i zadania
1. Podaj definicje logarytmu.
2. Omow wiasnosci logarytmu.
3. Oblicz:
a) log,9; b) log1 8; c) log <25; d) log,,3;
3 ! :
. 2
¢) 1og8§; flog . 9%  g)log,,100;  h)log,(2/2).
4. Oblicz:
0g, 25 0g 79 lo 1(9 h,«,l 5
a)2IN S; b)3l”‘35; (if) ) d)(ﬁ) Y
L1
e) 32—10g}2; f) 251%5 g)gllob 5 h) (%) l—log}Z.
5. Wyznacz x, jesli:
1
| =—4; b) 1l =-2; log == =3;
a) 0g1X ) log o, x ¢) log, =
d) log 100 = 2; e)log ,16=1; f)log ,x =4
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I. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

6. Oblicz:

)81 + 167 by16” T EL )49 +9 2

d) log, ;4 - log,27; e)log,s2 log,, 5  f) log<2 +/3) + log (2 - /5).
7. Oblicz:

a) logsin10° - log sin20° - log sin30° - ... - log sin 90°;

b) logtg10° - log tg 15° - log tg 20° - log tg 25° - ... - log tg 85°%;

c)logtg10° +log tg 20° + log tg 30° + ... + log tg 80°.

— log, 14

log:3+log6l6

8". Oblicz warto$¢ wyrazenia 5.
log,3-log 48+ log, 4

9™". Oblicz:
1 1 1 . . .
a t+——+ .. t——jeSlineN, i n=2;
) log,x = log,x log, x ] +
1 1 1

b + + ...+ — —gdy x>0 1 x#1;
) logxz ’ log.x4 log.x4 ' lngg lng 2 l' lngz

c)log‘y/a+log‘z3/&+log}4/d+...+log’,,”+ﬁ,gdya>(), x>01 x#1
. Va . . , )
10. Oblicz logabﬁ, jeslia>0,b>01iab+# lorazlog , a=4.
« .2 2 a+b 1
11". Udowodnij, ze jezelia > 0,b>0ia +b =Tab, to log 3 —f(loga+logb).
12°. Udowodnij, ze jezelia > 0,b > 0,x>0,a# L, b# 1, x # liab # 1, to:

log, x—log, x b
= Ogab a
log x+log, x

al

10. Funkcja logarytmiczna

Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista dodatnia i r6zna od 1. Poniewaz kazda licz-
ba dodatnia ma przy podstawie a jednoznacznie okreslony logarytm, wiec kazdej liczbie do-
datniej x mozna przyporzadkowac liczbe log , x.

Funkgcje, ktora kazdej liczbie dodatniej x przyporzadkowuje jej logarytm przy podstawie a,
nazywamy funkcja logarytmiczna o podstawie a. Jest to wigc funkcja okreslona wzorem:
f(x)=log,x dlakazdego x €R, gdzie a>0 i a# 1

Wykres funkcji logarytmicznej fatwo otrzymujemy z wykresu funkcji wyktadniczej. Za-
miast y = log x mozemy przeciez rownowaznie napisac x = a’; jesli zamienimy w tej row-
nosci miejscami litery x iy, mamy y = a’

Geometrycznie oznacza to, jak wiemy, ze zastepujgc punkt wykresu funkeji y = log  x
punktem don symetrycznym wzgledem prostej o rOwnaniu y = x, otrzymujemy punkt wy-

kresu funkcji y = a’;ina odwrot. Wykres funkcji logarytmicznej f (x) = log  x jest wigc ob-
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10. Funkcja logarytmiczna

razem wykresu funkcji wykladniczej f (x) =a' w symetrii wzgledem prostej zawierajacej
dwusieczng kata XOY (ryc. 1.24 1 1.25).

3
Y

Y

f)=@)

Fx)=log, x i

__/v/./l‘
1"'0/1"‘)( o

J(x)=log  x

Ryc. 1.24. Ryc. 1.25.
Funkcja logarytmiczna ma zatem nastepujace wlasnosci:
1. Dziedzing funkcji f (x) = log , x jest zbior dodatnich liczb rzeczywistych, czyli przedzial
(0; +00), a zbiorem wartosci — zbior R wszystkich liczb rzeczywistych.
2. Funkcja f(x) = log, x jest rosngca, gdy a > 1, zas malejaca, gdy 0 <a < 1.
3. Wykres kazdej funkgji logarytmicznej f(x)=log, x przechodzi przez punkt (1;0). Jesli
podstawa funkcji logarytmicznej jest wigksza od 1, wowczas im wigksza podstawa, tym

funkcja wolniej ro$nie. Jesli podstawa funkcji logarytmiczne;j jest dodatnia i mniejsza od 1,
woOwczas im mniejsza podstawa, tym funkcja wolniej maleje.

Warto tez zauwazy¢, ze gdy podstawa funkcji logarytmicznej f (x) = log,, x jest wigksza
od 1, to funkcja ta dla argumentow dostatecznie bliskich zeru przyjmuje wartoSci ujemne
o0 bardzo duzej warto$ci bezwzglednej, a dla argumentow dostatecznie duzych — wartosci
dodatnie dowolnie duze, co zapisujemy nastepujaco:

—gdy x — O+, to log  x — —oo;
—gdy x — +oo, to log, x — +oo.
Jesli za$ podstawa funkcji f( x ) = log,, x jest mniejsza od 1, to:

+
—ody x — ] — Foo; v!
gdyx - 0, tolog, x o] y=log, x, 0<a<l

—gdy x — +oo, to log x — —occ.

Na wykresie funkcji logarytmicznej y = log , x mozna tez spo- rosngca
strzec, ze przyjmuje ona wartoSci dodatnie dla argumentow
wiekszych od 1, a ujemne — dla argumentéw mniejszych od 1, gdy
jej podstawa jest wigksza od 1; dodatnie za$ wartosci dla argu- oA As—————- I%
mentow mniejszych od 1, a ujemne — dla argumentow wigkszych
od1, gdy jej podstawa jest mniejsza od 1 (ryc. 1.26). Wynika stad,
ze logarytmy o podstawie wigkszej od 1liczb wigkszych od 1sa do-
datnie, a liczb mniejszych od 1 — ujemne; logarytmy zas o pod-
stawie mniejszej od 1 liczb wigkszych od 1 sa ujemne, a liczb
mniejszych od 1 - dodatnie.

malejgca

y=log, x, a>1
Ryc. 1.26.
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|. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne

f\‘%ﬁ Pytania i zadania

= 1. Podaj okreslenie funkcji logarytmiczne;.
2. Podaj wtasnosci funkceji logarytmicznej:
a) dziedzing; b) zbidr wartosci; ¢) monotonicznos¢; d) znak.
3. Sprawdz, czy podane punkty naleza do wykresu funkcji f, jesli:

a) f(x)=log,x, (1:0), (3;1), (9:2), (27:3), (3,—1> (é,—z)
b) f(x) = log, x, (1:0), (% ) <g—~2) (217 3) (3:-1), (9:-2).

4. Sporzadz wykres funkcji:

a) f(x) =log | b) f(x)= ©) f(x)=

d) f(x)=log,(1-x); e) f(x)=1-log,x; f) f(x)=1-log,|x|
5. Wyznacz dziedzing funkcji:

a) f(x)=log,(2x=1); b)f(x)= logz(x2+ 1); ) f(x)= log2<x2— 4);

O F(x)=log,(1-[x} ) f(x)=log,(2-x) D f(x)=log(,, yx
6. Okredl znak liczby:

a) log, 3; b) log1 5; c) log10,3; d) log,0,01;

! 2 2

¢)log,(log,3); ) log3<log52); ) log()‘s(log32); h) logo,s(logz?)).

7. Dana jest funkcja f(x) = log, x.

a) Zbadaj, czy ciag (f(l), F(2), £(4), £(8). f(16), ...)jest arytmetyczny. Jesli tak, to
znajdz jego roznice.

log1 x|, log1|x
2 2

b) Niech (a a,,ds,.. ) bedzie ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich i ilorazie g.
Zbadaj, czy ciag (f(al), f(az), f<a3), ) jest arytmetyczny. Jesli tak, to znajdz je-
g0 roznice.

8". Dana jest funkcja f( ) 1 . Rozstrzygnij, ktora z liczb jest wigksza: f (logq6)

czy f (log 4).

9. Zbadaj, czy dla x & (O: 1) zachodzg nieréwnosci:
a) logx <log, x; b) log 2 <log 4; c) log 0,0001 < 1;
d) 1og_x‘(logx5) <log 3; e) log_\% <0 f) log%x > 0.

10. Znajdz odcigta punktu P wykresu funkcji f(x ) = log,(2x + 3), jezeli rzedna tego punk-
tu rowna sie:
a)-1 b)2; ¢)0,5 d)-2; e) L.
W jakich punktach wykres tej funkcji przecina osie OX i OY?

2
11. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = (log, x) .
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11. Réwnania (nierownosci) logarytmiczne

11. Rdwnania (nieréwnosci) logarytmiczne

Rownania (nieréwnosci), w ktorych niewiadoma znajduje si¢ pod znakiem logarytmu,
nazywamy rownaniami (nieréwnosciami) logarytmicznymi.

Rozwiagzywanie rownan logarytmicznych opiera si¢ gtownie na dwoch metodach:

1. Przechodzeniu od réwnania log, f(x) = log, g (x)do rownania f (x) = g(x ); rOwnania te
przya>0, a# 11 f(x)>0, g(x)>0sg réwnowazne, co wynika z réznowartosciowo-
Sci funkcji logarytmicznej (funkcja ta, jak wiemy, jest zawsze albo rosngca, albo male-
jaca, a zatem roznowarto$ciowa).

2. Wprowadzaniu nowych zmiennych.

PrzesledZzmy to na przyktadach.

Przyklad 1. Rozwiaz rownanie logx + log (x — 1) = log 20.

Rozwigzanie:

Rownanie to ma sens, gdy x > 0ix — 1 > 0, czyli x > 1. Dziedzing tego rOwnania jest wigc
przedziat (1; +o0 ). ROwnanie to jest w nim réwnowazne kolejno rownaniom:

logx (x = 1) = log 20,

x(x—1)=20,

x'=x=-20=0.

Rozwigzujgc rownanie kwadratowe, otrzymujemy liczby: x, = —4ix, = 5, zktorych pierw-
sza nie nalezy do dziedziny naszego rOwnania.

Odpowiedz: x = 5.

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie logx — log (x — 3) = log 4.

Rozwigzanie:

Dziedzina tego réwnania jest {x:x ER i x>0 i x=3>0}=(3; +o0).

W zbiorze tym réwnanie to jest rOwnowazne rownaniom:

X _
logx_3 =log4,
X _
x—3_&
x=4(x-3),
x=4.

Oczywiscie 4 € (3; +o0).
Odpowiedz: x = 4.

Przykiad 3. Rozwigz rOwnanie log4{2 log3[1 + log2(1 + logzx)]} = %

Rozwiazanie:

Tym razem nie bedziemy zaczynaé rozwigzywania tego rownania od wyznaczania je-
go dziedziny (byloby to zbyt pracochlonne), lecz postuzymy si¢ metoda analizy starozyt-
nych.
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. Funkcje potegowe, wyktadnicze i logarytmiczne

Jezeli liczba x spetnia podane rownanie, to spelnia takze kolejno nastepujace réwnania:
log,{2log,| 1+ log, (1 + log, x) |} = log, 2,

2log,[1 +log,(1+log, x)] =2,

log,[1 +log,(1 +log, x)| = 1,

log,[1 +log,(1 + log, )| = log, 3,

1+ log,(1 +log,x) =3,

log,(1+1log,x) =2,

log, (1 +log,x)=log,4,

1 +log,x =4,
log, x =3,
log, x=log, 8,
x=8.

Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy liczba ta rzeczywicie spelnia podane réwnanie. W tym

celu wystarczy podstawic ja do wyjSciowego réwnania.

Odpowiedz x = 8.

Przykiad 4. Rozwigz réwnanie log 1 (x +10) +log1(7 - 2x) = —4.
3 3

Rozwigzanie:

Dziedzing tego rownania jest {x: xR i x+10>0 i 7—2x>0}:(—10;%>.

W zbiorze tym podane roOwnanie jest rownowazne kolejno rownaniom:
logi(x + 10)(7 - 2x) =log1 81,
3 3
(x+10)(7-2x)=8l,
2x + 13x+11=0.

Rozwiazujgc to rownanie kwadratowe, otrzymujemy liczby: x = —%, x,=—1, ktore na-

leza do dziedziny danego rOwnania:

Odpowiedz: x, = 5 X, = -1

Przyklad 5. Rozwigz rownanie log (x +5) +log (x = 4) = log (x = 3) + log (x + 2).

Rozwiazanie:

48

Rownanie to ma sens dla tych x, dlaktorychx +5> 0, x—=4>0, x—=3> 01 x+2 > 0, czy-
li x > 4. Dziedzing tego rownania jest wiec przedzial (4; +oo).

W zbiorze tym podane rownanie jest rownowazne kolejno rownaniom:
log(x+5)(x—4)=log(x—3)(x+2),

(x+5)(x—4)=(x=3)(x+2),



11. Rownania (nieréwnosci) logarytmiczne

X +x=20=x —x—6,

2x =14,

x =7. Oczywiscie 7 € (4; +o0).

Odpowiedz: x =7.
Przyklad 6. Rozwiaz roOwnanie log (x+2) 16 =2.
Rozwiazanie:

Dziedzing tego rOwnania jest

{x:x€R i x+2>0 i x+2#1}=(=2:-1)U(=1;+o0).

W zbiorze tym podane rownanie jest rtOwnowazne kolejno rownaniom:

log(x . 2)16 = log(x N 2)(9( + 2)2,

(x+2) =16,

x+2=4,box+2>0,

x = 2. Poniewaz 2 nalezy do dziedziny rOwnania, wigc:

Odpowiedz: x = 2.
Przyklad 7. Rozwiaz rOwnanie 6 — log, x = 5 /Egjg.
Rozwiazanie:

Rownanie rozwiazujemy w zbiorze tych liczb rzeczywistych x, dla ktorych x>0
ilog, x>0, czylix > 1.

Dziedzing réwnania jest wiec przedziat <1; +o00). Podstawiajac w podanym réwnaniu
/@ =y, przechodzimy do rOwnania 6 — y2 = 5y, czyli rbwnania y2 +5y—6=0, ktorego
jedynym nieujemnym rozwigzaniem jest liczba y = 1. Z rownosci / 1@ = 1, otrzymujemy
log, x = 11 ostatecznie x = 2. Liczba ta nalezy do dziedziny danego rownania.

Odpowiedz: x = 2.

1 4 _
5—4logx +1+10gx =3

Przyklad 8. Rozwiaz rOwnanie
Rozwiazanie:

Dziedzing tego rGwnania jest

{x:xER i x>0 1 5—4logx#0 1 l+logx¢0}:

5
:{x:xeR i x>0 i x#£10% i x#%}z

1 L0t r

— LA L. 4 4 .

(oo 107 07: )

Podstawiajac w podanym réwnaniu logx = ¢, przechodzimy do rOwnania:

1 4 _

5=4r "1+

Rozwiazujac je, otrzymujemy kolejno rownania:
L+1+4(5-41)=3(5-40)(1+1), 21-15r=15+31- 12,

1205 =181+ 6=0, 21 -3t+1=0.
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. Funkcje potegowe, wykfadnicze i logarytmiczne

Rozwigzaniami tego rOwnania kwadratowego sg liczby 7, = % i7,=1

Z rownosci logx = % i logx =1 otrzymujemy liczby x = 10%, x,=10. Obie naleza
do dziedziny danego réwnania, stanowia wigc jego rozwigzania.
Odpowiedz: x,= m, x,=10.

Rozwigzujac nierownosci logarytmiczne, korzystamy z monotonicznoSci funkcji loga-
rytmicznej. Wiemy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie wigkszej od 1 jest rosnaca,
a o podstawie mniejszej od 1 — malejaca. Wobec tego nierownos$c log | f(x) > log, g(x)jest
rownowazna uktadowi nieréwnosci:

f(x)>0 .
- . (7))
g(x)>0 a wiec uktadowi ()50 dvas
7(x)> 8(x), e e
za$ uktadowi:
f(x)> 0
2(x)>0  czyli ukladowi {’;Exgi(g)(x) e an]
X , a<l.
F(x)<8(x), | =
Przykiad 9. Rozwigz nier6wnos¢ log,(x —1)> 2.
Rozwigzanie:
Poniewaz podstawa logarytmu jest tutaj wieksza od 1, wiec:
x—=1>0
log,(x—=1)>2 & log,(x - 1)>log39@{x_ 159X 1>9 x> 10.

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nierownosci jest przedziat (10; +oo).
Przyklad 10. Rozwiaz nierownos¢ log 1 (3x—2) >-2.
5

Rozwiazanie:
Podstawa logarytmu jest tutaj dodatnia i mniejsza od 1, wigc:

3x-2>0 [ys2 5
1 3x-2)>-2 o1 3x—2)>log12 Jex .
og%(x ) @og%(x ) 0g1 5@{3x_2<25@{x<9@3<x<9

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieroOwnosci jest przedzial ( %; 9).

Przykiad 11. Rozwiaz nierownos¢ log (x + 1) — logx < L.
Rozwiazanie:
x+1>0
log(x+1)—logx<le x>0 .
log (x+1) = logx < log 10

x>0 x>0 x>0 x>0 1
log X <10g10 12 <10 ® xr 1 <102 T J1cox T 7D
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedzial (%, +oo).
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11. Réwnania (nierownosci) logarytmiczne

Przyklad 12. Rozwiaz nierownos¢ log (25- 3% <L

Rozwiazanie:
x>0
2x—=3>0
log(zk__3)x<l4:> 2x—3+#1 o
log(zx_3>x<log(2x_3)(2x—3)
>3
edx#2 =

log(u NS log(ZX . 3)(2x -3)
(w zaleznosci od tego, czy 0 < 2x -3 < 1, czy2x =3 > 1)

3 >2 3 )
sl <x<2  * S 1T X<2Z T 3 covess
x>2x-3 |¥<2x-3 xr<3 x=3 2

Odpowiedz. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest (%, 2) U <3; +oo).

2
Przykiad 13. Rozwigz nieréwnos¢é <log 1 x) —6log, x+8<0.

2 2
Rozwigzanie:
Dana nieréwno$¢ ma sens, gdy x > 0. Podstawiajac do niej log 1 x = 7, otrzymujemy nie-
2

r6wWnosé 1 — 61 +8 < 0. Rozwiazujac ja w znany sposob, otrzymujemy 7> 211 < 4.
Uwzgledniajac uczynione wezesniej podstawienie, dochodzimy do koniunkcji nierow-
nosci log1 x> 2 i logi x <4, czyli nierbwnosci log1 x > logll 1logix< logll, a stad
2 2 2 2 4 2 2 16

L ‘o 1. 1
— do nieréwnosci x < 215> 76
Oczywiscie wszystkie liczby x takie, ze % <x< %, sa dodatnie.

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest przedziat (%, %)

Przyklad 14. Rozwigz nierowno$¢ log (+-3) i — i > 1.
Rozwigzanie:
x—=2
x_4>0
x—2 x=3>0
log, _ —=>1e o
(2)x-4 x-3#1
log(x ?)x:4 > log( 73>(x—3)
x=4>0
edx—-3#1 <
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. Funkcje potegowe, wykiadnicze i logarytmiczne

x>4
< ;:421 >x-3°7

x>4 x>4
Tla-2>(x-3)(x-4) T |x’-8x+14<0°

@4<x<4+ﬁ.

x>4
4-/2<x<4+/2°

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nieréwnosci jest przedzial (4; 4+ ﬁ>

Pytania i zadania

1. Rozwigz rownania:

52

a) log,x =-3; b) logmx:~%;

d) logzxzz 2; e) log1 x'= 1
4

Rozwiaz rownania:

a)log 27=-3; b)log 16 =4;

¢)logi(x—1)=-1;
2

f) log 1 x = log1(3 —x).
2 2

¢) log,x +log,(x+2)=1log,3x

d) log13x+logix=3;e) log,(x+1)=log,(2x—3); f)log,(x+ 1)2: 1 -log,3.
3 3 N

Rozwigz rownania:

a) log,|x +1|=-1;

b) log, x =—log, x;

c)log,x= log2<6 —xz);

d) log,x+log 3=2; e)log(7x-9)+log(3x—4)=1.

Rozwiaz rownania:
1 2 .
a) 5—logx +l+log,x =5

¢) log, §(15-x)—log, (1 -x)=~3;

Rozwiaz nieréwnosci:

a)log x<1; b)logi x> 1;
5

e) log3x2< 2; f) log,(x+3)<2;

Rozwigz nieréwnosci:

a) log2<x2— Sx+ 5) > 0;

¢) log, x +log, x + log, x < 2;

Rozwiaz nieréwnosci:

a) logl<5 +4x —x2> >=3; b)log (x—1)>2;
2

d) log x-1 0,3 > 0;
x+5

log (4x—15)

C) log2x2< 2;

g)log 32>5;

b) log(5-x)=-2log /x - 3;

log2x _

d) logix2> 0;
3

1

1
b) log, x +

e) log(,> 4)729>3;

5> 1
log, x
2

d)(loglx) —4log1 x+3<0.
3 3

x+3 > 1
x—1
f) logoyzz(x -1)>4.

c) log

h) log, x + log, x < 0.

>



Il. Elementy geometrii analitycznej
1. Odlegto$¢ dwoch punktow na ptaszczyznie wspotrzednych

O odleglosci dwoch punktow na osi liczbowej i na plaszczyZnie wspoirzednych mowi-
lismy w klasie pierwszej. Przypomnijmy te wiadomosci.

Niech punkty A i B maja na osi liczbowej wspolrzedne odpowiednio x, i x,. Wowczas
ich odlegto$¢ AB na tej osi obliczamy ze wzoru (dowod na ryc. 2.1):

x,—x,, gdy x=x,,
(+) AB =
x,—x, gdy x<x,.
X% Xy =X,
5 xl ! x2 1:
r K ! 1 hl
' 2 ST :
' t + & + ®- +— —+ ® + =
0 B=(x,) A=(x)) 0 A=(x)) B=(x,)
X, —X, ) X
:r —X, X, " -X, X,
$ ; ° ; . ; s + } 7 ° >
B=(x,) 0 A=(x,) A=(x)) 0 B=(x,)
X, —X, Y= %
e —— 1 |
E el : ~N
g Lo-x ) g ‘ - X, K
b _f t .i . + $ ¢ : ! >
B=(x,) A=(x) 0 A=(x)) B=(x,) 0
Ryc. 2.1.
Wzbr (=) zapisujemy krocej:
[JeéliA:(xl)iBz(xz),toABz‘xl—xz‘. ]
Rozwazmy teraz na plaszczyZnie wspOlrzed- % B=(x,:y,)

nych, punkty Ai B o wspoirzednych odpowied-
nio x, y,ix,, y,, to znaczy niech:

A:(x];yl)iB:<x2;y2).

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata ABC 1=y
(ryc. 2.2), otrzymujemy wowczas: Y
AB’= ‘xl—x2‘2+ ‘yl—y2 2, czyli:
AB'= (x=x) + (=) edvefe =" 40 ] C=(0)
i ostatecznie AB = /(x, - x2)2+ (y1 - yz)z‘ Ryc. 2.2.
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II. Elementy geometrii analitycznej

Zachodzi wige nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie

2

Jezeli A = (xl;yl)iB = (xz;yz), to (x) AB= \/(xl—xz)er (yl—yz) :

Wz6r (=) wyraza odlegto$¢ dwdch punktow na plaszczyznie wspoirzednych.

Gdy punkty A 1 B leza na prostej rownoleglej do osi OX, wzor () przybiera postac
AB = "ﬁ - X,
czas wzoOr () ma postac AB = }yl - yz\ (ryc. 2.4).

(ryc. 2.3). Jesli zas punkty A i B leza na prostej rownolegtej do osi OY, wow-

vt y
B=(x,;
B2% EEEEEEEE y (x1>y2)
A=(x;3y) Vi B—_—_(Xz;yl)
: |x]—x2|
; Iyl_ygl
. : .
)'cx [0 );2 B% 5 S
A=(x,;
Vig-e ® (xl ’yl)
Ryc. 2.3. Ryc. 2.4.

Przykiad 1. Oblicz dlugo$¢ odcinka AB, gdy A = (2; 1), B=(—4:7).
Rozwigzanie:

Ze wzoru na odlegtos¢ dwoch punktow otrzymujemy:

2 2 a2, 2 —
AB:/<2—(—4)) +(=1-7) = /6 +(=8) =/100 = 10.
Przyklad 2. Oblicz obwod trojkata ABC o wierzcholkach: A = (4:0), B=(2;4),C=(-2;-2).
Rozwigzanie:

Najpierw obliczamy diugosSci bokow tego trojkata:
AB= [(4-2)'+(0-4) = [+ (-4) =25
Be= [(2-(-2)) + (4-(-2)) = /8 +67 =215,

2 2 2 2
CA=/(-2-4) +(-2-0)" = /(=6) +(-2) =2/10.
Obwad trojkata wynosi: AB + BC + CA:2</§+/E+ﬂ—(5).
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1. Odlegtosé dwdch punktéw na ptaszczyznie wspotrzgdnych

Przykiad 3. Dane sa punkty Az(xl;y]) i Bz(xz;yz). Udowodnij, ze punkt

x,+2x, y+2y, . . o
P = 33 nalezy do odcinka AB i dzieli go w stosunku 2:1.
Rozwiagzanie:

Nalezy dowiesc, ze:
1. AP + PB = AB (wtedy bowiem punkt P nalezy do odcinka AB),
2. AP=2PB.

Korzystajac ze wzoru na odlegto$¢ dwoch punktow, otrzymujemy:

[ 2 2 2 2
| +2 +2y, 2x,—2 2y, =2y,
= [ PR 2022 - /( ) (2

| /

2

3 0 )= ) -
B V«( x]+32x2 _x2>2+ (% _y2>2 _ J//(xlgx2)2+<y,;yz)2 _

:\/'/<%>2((X1"X2>2+ ()’l—y2>2> N %/(xl—x2)2+ (yl—y2>2 - % AB.

Zatem AP+ PB = AB oraz AP =2 PB.

(S]] e}
2
o)

Przykiad 4. Udowodnij, ze suma kwadratow

odlegtosci dowolnego punktu P od wierz-

chotkéw A i C prostokata ABCD jest rowna su- P=(xy)
mie kwadratow odleglioSci tego punktu /\
od wierzchotkow B i D. D=(a;-b) /

Rozwigzanie: ‘ / ‘

Obierzmy taki uktad wspolrzednych, aby
jego osie byly osiami symetrii prostokata ABCD
(ryc. 2.5). Wowczas, gdy A=(a;b), to A=(a: b)
B=(-a;b),C=(=a;~b),D=(a;~b)idlado-
wolnego punktu P = (x;y ) otrzymujemy: Ryc. 2.5.

1) . X

PA2+PC2=(x—a)2+(y—b)2+(x+a)2+(y+b)2:
=(x+a) +(y=b) +(x—a) +(y+b) =PB +PD".

Pytania i zadania
1. Podaj wzor na odlegtos$¢ punktow A i B:

a) na osi liczbowej; b) na ptaszczyznie wspolrzednych.
2. Oblicz diugos¢ odcinka AB, gdy:

a)A=(-2),B=(7), b)A=(2-/2),B=(-2-5/2)
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II. Elementy geometrii analitycznej

3. Oblicz dlugos$¢ odcinka AB, gdy:
a) A=(-3;2),B=(6;-10); b) A=(1:2), B=(4;-3).

+ +

4. Wykaz, ze punkt P= (512& %
B= (Xz;yz)-

5. Znajdz dlugosci srodkowych trojkata ABC, w ktorym: A = (~1;2), B=(3;4)iC=(-2;5).

x X, +x, vy +
‘ 32 3, 2 ))32 y3] jest Srodkiem ciezkoSci trojkata ABC,

) jest Srodkiem odcinka AB, gdzie A= (xl;yl),

6. Wykaz, ze punkt P =

w ktorym A = (xl ;yl), B= (xz;yz) iC= (x3;y3).

7. Dany jest kwadrat ABCD. Niech S bedzie jego Srodkiem, a M — dowolnym punktem.
Udowodnij, ze warto$¢ wyrazenia MA "+ MB+ MC”+ MD’ - 4MS’ jest stala.

8. Udowodnij, ze w kazdym trdjkacie suma kwadratow dtugosci Srodkowych jest rowna

% sumy kwadratow dtugosci bokow.

2. Rownanie okregu, nierownos¢ kota

Wiemy, ze okregiem o Srodku S i promieniu diugosci r nazywamy zbior punktow plasz-
czyzny, ktorych odlegtosci od punktu S sg réowne r. Niech punkt P = (x; y ) bedzie dowolnym
punktem okregu o §rodku S = (a; b )i promieniu dfugosci r. Zatem SP = r i z wzoru na od-

legtos¢ dwoch punktow otrzymujemy rownanie / (x- a)z +(y- b)2 =r, czyli rownanie

(+) (x—a) +(y=b) =r"

Rownanie () przedstawia okrag o srodku S = (a; b)
1 promieniu dlugosci r.

Punkt P = (x;y)nalezy do okregu o Srodku S = (a; b) /i‘P:(X; »)
i promieniu dtugosci r wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspot- '
rzedne x 1y spefniaja rownanie (*) tego okregu (ryc. 2.6).

Na przyktad:

— rownanie (x - 2)2+ (y+ 1)22 9 przedstawia okrag o X

o §rodku = (2; -1)i promieniu r = 3,
_réwnanie x + (y - 1)2: 4 jest rOwnaniem okregu Ryc. 2.6.
o srodku §=(0;1)i promieniu r = 2,
— réwnanie x + y2 = 5 przedstawia okrag o Srodku S = (0;0) i promieniu r = /5.
Rownaniu (x — a)z +(y- h)2 =’ mozemy nada¢ réwnowazna postac:
x2+y2— 2ax— 2by+a2+b2— r=0.

Oznaczajac A+ -1 literg ¢, otrzymamy réwnanie: Xt y2 —2ax—-2by+c=0,
na przykfad:
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2. Rownanie okregu, nierdwnosc kota

2 2
—rownanie (x+ 1) +(y—1) =1 przybiera postac Xy H2x—2y+1=0,
2
_ réwnanie x° + (y=2) =4 maréownowazng postac x2+y2— 4y =0.

Powstaje pytanie: Czy rOwnanie X+ y2 —2ax—2by+c =0 przedstawia okrag dla do-
wolnych liczb rzeczywistych a, bic?

2 2
Poniewaz jest ono rownowazne rownaniu (x —a) +(y—b) = a’+b°—c, wiec:
1. Jezelia + b2 — ¢ > 0, to istnieje liczba dodatnia r taka, ze r = y oz2 + b2 — ¢; rOwnanie to
2 2
jest wtedy rownowazne rownaniu (x —a) +(y—b) = r” i rzeczywiscie opisuje okrag.
2 . 2 2 . .
2. Jeielia’ +b° - ¢ =0, to réwnanie (x—a) +(y-b) = a’+b" = ¢ zachodzi wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy x = a, y = b, wiec przedstawia ono zbior jednoelementowy {(a; b)}
2 2
3. Gdywreszciea + b’ = ¢ <0, to réwnanie (x—a) +(y-b) = a’+b’ - cjest sprzeczne,
gdyz jego lewa strona jest nieujemna dla dowolnych liczb x i y.
Tym samym udowodniliSmy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Roéwnanie x2+y2— 2ax—-2by+c=0 opisuje okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
a’+b -c> 0; promieniem tego okregu jest liczba y a’+b - ¢, a srodkiem — punkt (g; b).

Oto przyktady rownan i opisanych nimi okregow:

_réwnanie x +y +2x—4y—4=0 przedstawia okrag o Srodku (-1;2) i promieniu
r=J(-1) +2 +4=3,

—réwnanie x2+y2—x+y=O opisuje okrag o Srodku (—'—§> i promieniu

2 2 ——
=)+ (4) 0= 52
Przyklad 1. Napisz rownanie okrggu opisanego na trojkacie ABC, w ktorym: A = (—1; 0),
B=(7:0),C=(0;1).
Rozwiazanie:

Zadanie sprowadza sie do wyznaczenia takich wspotczynnikow a, b, ¢ rOwnania
X y2 —2ax—2by+c =0, aby bylo ono spelnione przez wspotrzedne kazdego z wierz-
chotkow danego trojkata. Podstawiajac do tego rownania wspoirzedne punktow A, BiC,
otrzymujemy odpowiednio rOwnania:

140+2a-04+¢=0, 49+0-14a-0+¢c=0, 0+1-0-2b+c=0,

2a+c=-1
czyli uktad réwnan: i 14a —c =49
2b-c=1.
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Il. Elementy geometrii analitycznej

Z. otrzymanego ukfadu rownan obliczamy a, b i ¢: a=3, b=-3, c =—7. Zatem rOwnanie

okregu ma postac: ’+y = 6x+6y—7=0.Srodkiem tego okregu jest punkt (3;-3),ajego

promief ma dhugos¢ \/;2 + (—3)2 +7=5.

Wiemy, ze kolem o §rodku S i promieniu dtugosci r
nazywamy zbior punktdw plaszczyzny, ktorych odlegloSci
od punktu S sa nie wigksze niz r. Punkt P = (x;y) nalezy
wigc do kota o §rodku S = (a; b) i promieniu r wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zachodzi nieréwnos¢ SP < r (ryc. 2.7). Z tej
nierownosci i ze wzoru na odlegtos¢ dwoch punktow

otrzymujemy nieréwnos§¢ v/ (x- a)2 +(y- b)2 <r, czyli 0 X

nier6wnos¢ (x — a)2+ (y- b)2< r.

Przedstawia ona kotfo o Srodku (’a; b) i promieniu diu- Ryc. 2.7.
gosci r, na przyktad:
— nier6wnos¢ (x — 2)2 +(y+ 1)2 < 3 opisuje koto o §rodku (2; —1) i promieniu /3,
~ nieréwnosé x”+y’ < 1 opisuje kolo o §rodku (0:0)i promieniu L.
Whiosek. Nierownos¢ (x — a)zlr (y- b)2 <r" przedstawia wnetrze kota o §rodku (a;b)
i promieniu r, a nierownosé (x — a)2 +(y- b)2 > r” opisuje zewnetrze kota o srodku (a:b)
i promieniu r.
Przyklad 2. Zbadaj, czy punkt P = (-3; 5) lezy wewnatrz, na zewnatrz czy tez na okregu ko-
fa opisanego nieréwnoscig (x — 4)2 +y < 16.
Rozwiazanie:

Obliczamy najpierw odleglo$¢ punktu P od Srodka S tego kota. Poniewaz P = (—3; 5 ), za$
§=(4:0), wiee PS= /(=3=4) +(5-0)" = [(=7)"+5" = /49 + 25 = /74. Promic kola
ma dlugosc¢ 4, a PS > 4, z czego wynika, ze dany punkt lezy na zewnatrz kola.

K’%‘%\‘ Pytania i zadania
- 1. Podaj réwnanie, ktore przedstawia okrag o Srodku (a; b) i promieniu 7, oraz nierdownos¢
opisujaca koto o srodku w tym punkcie i 0 tym promieniu.
2. Jaka figure opisuje:

a) rownanie (x + 3)2+ (y- 2)2: 4; b) nieréwnos¢ (x — 1)2+ (y- 2)2< 1;
¢) nieroOwnos¢ (x + 1)2+ (y+ 2)2> 2; d) nieréwnosé x2+y2< 4;
e) nierownosé (x — 1>2+y2> 5 f) rownanie (x — 2)2+ (y- 1)22 0?
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2. Rownanie okregu, nierdwnosc kota

. Napisz rownanie okregu o Srodku S i promieniu diugosci r, gdy:
a)S=(-2;1),r=3;

b)S= (O, —2), r=4;

¢)S=(-1;0),r=2.

. Wyznacz srodek i promien okregu o rOwnaniu:

a) x2+y2— 4x+2y=0;

b) x2+y2+ 6x=0;

c) x2+y2— 6y+8=0.

. Jaka figure opisuje nierdwnosc:

a) x2+y2+4x—2y—4< 0; b) x2+y2—6y> 0;

c) x2+y2—2x+2y~ 2<0; d) x2+y2—4x> 0?

. Znajdz rownanie, srodek i promien okregu opisanego na trojkacie ABC, gdy:
a)A=(1;0),B=(0;2),C=(1:4); b) A=(7;-1),B=(5;3),C=(-1; -5).
. Napisz rownanie okregu wspotsrodkowego z okregiem o rownaniu

Ot y2 —2x—4y—4=01przechodzacego przez punkt .P = (—'4; -4).

. Napisz rownanie okregu:

a) o §rodku S = (1; =3) i przechodzacego przez punkt P = (3;5);

b) o promieniu r = /26 i przechodzacego przez punkty P=(2;7) i O =(-2;1);
¢) o promieniu = 3 i stycznego do obu osi ukfadu wspoirzednych.

. Napisz rownanie okrggu opisanego na prostokacie ABCD o wierzchotkach:
A= (—3; —3), B= (5; —3), C= (5; 1), D= (—3; 1).

10. Wykaz, ze sa styczne okregi o rOwnaniach:

a)x2+y2—2x:(), x2+y2— 12x+24y+36=0;
b)x' +y —d4x+2y—4=0, x +y +4x—4y—56=0.

11°. Oblicz pole figury F, ktora jest zbiorem punktow (x;y) spetniajacych nieréwnos¢

x2+y2< 2<‘x1+,y|).

12. Wykaz, e okregi o rownaniach x +y —2x+4y—29=0i x +y +x—y—-26=0
przecinajg si¢, i znajdz wspolrzedne ich punktow przecigcia.

13", Wykaz, 7e punkty: A = (1;0), B= (%@) C= (—%@) D=(-1;0),E= (—%; - —?—)

F= (é, —g) s3 kblejnymi wierzchotkami szeSciokgta foremnego. Napisz rownania

okregu:
a) wpisanego w ten szeSciokat,
b) opisanego na tym szeSciokgcie.
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Il. Elementy geometrii analitycznej

3. Prosta na ptaszczyinie wspotrzednych

Omawiajac w klasie pierwszej wykres funkcji liniowej, przyjeliSmy bez dowodu nastepu-
jace twierdzenie:

r

Twierdzenie 1.
Kazde réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi x 1 y, czyli rGwnanie postaci:
(x) Ax+By+C=0,

w ktorym obie liczby A i B nie sa jednoczes$nie rowne zeru (co mozna zapisac: e #0),
przedstawia pewna prosta.

Udowodnimy je teraz.

(J Dowdd. Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Gdy B # 0, to rownaniu (*) mozemy nadac postac y = ——% X = %, ktora jest wzorem funkcji
liniowej o wspotezynniku kierunkowym m = — % iwyrazie wolnym n = — %; jej wykresem jest,
jak wiemy, prosta nachylona do osi OX pod takim katem ¢, ze tg ¢t = m. Prosta ta przecina

0§ OY w punkcie, ktorego rzedna rowna jest — % (ryc. 2.8).

v v Y
A _
/ tga= -7, gdy
e w%<0
VB a
[04
4 X N

Silo)

0 X 0 X

A
tga=-5. edy _% tga= -, gdy
A
_= A=0
B~V

Ryc. 2.8.

2. Gdy B=0, wtedy A # 0 i rownanie (*), ‘

roOwnowazne roéwnaniu x =— %, przed-
stawia prosta rOwnolegta do osi OY
i przecinajaca o§ OX w punkcie o odcie-

tej rownej —% (ryc.2.9). O o X

o

Roéwnanie (x) nazywamy ogolnym row-
naniem prostej.

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrot- Ryc. 2.9.
ne, a mianowicie:

Twierdzenie 2.
Kazda prosta ptaszczyzny opisuje pewne réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi x i y.
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3. Prosta na ptaszczyZznie wspotrzednych

(J Dowdd. Rozwazmy na plaszczyznie wspoirzednych dwa Y

rozne punkty: A = (xl ?}’1) iB= (x2 ;y2> i poprowadzmy przez %x;y)

nie prostg /. B=(x5,)
Punkt P = (x;y)lezy na prostej / wtedy i tylko wtedy, gdy A= V

wektory AP i AB sa rownolegle, co z kolei oznacza istnienie o X

takiej liczby rzeczywistej A roznej od zera, ze zachodzi row- I
nos¢ AP =A-AB (ryc. 2.10). Poniewaz AP = [x —X;5y = yl],

ZaéEZ[Xz—xl;yz—yl],wi@c: Ryc. 2.10.
AP=)A AB & [x—x;:y=y|=A[x,~ x50~y ] e
& x—xlzk(xz—xl) i y—ylzl-(yz—yl).
Punkty Ai B sa rézne, zatem x,— x, # 0 lub y,—y, # 0. Wyznaczajac A zjednego z ostat-
nich dwoch rownan i podstawiajac do drugiego, otrzymamy rownanie:
(D) (yz—yl)(x—xl) - (xz—xl)(y =y,)=0.
Jest ono rownaniem liniowym z niewiadomymi x i y (gdyz wspolczynniki przy x i y rowne
odpowiednio y,—y, i — (xz - xl) nie sa jednoczesnie zerem), opisujacym prosta [ przecho-
dzaca przez dowolnie obrane dwa rozne punkty A i B. (J Na przyklad:
— prosta wyznaczona przez punkty A =(-2;3)i B = (1;5) ma rownanie
(5-3)(x+2)=(1+2)(y~—3)=0, czyli rownanie 2x = 3y + 13 = 0;
— prosta wyznaczona przez punkty A = (0;0)i B =(1; 1) ma rownanie
(1-=0)(x=0)=(1=0)(y=0)=0, czyli rownanie
x—y=0. |
Gdy prosta AB jest rownolegta do osi OY, co zachodzi

wtedy, gdy odciete punktow A i B'sa rowne (ryc. 2.11), gdy
x,=x,=a, wtedy jej rownanie (1) przybiera postac L A=(x,1y,)
4

(v, ,)(x=a) =0, czyli postac:

eB=(x;y,)

(2) x=a, bo y,—y,#0. © X
Na odwro6t, kazde réwnanie postaci (2) przedstawia

prosta rownolegta do osi OY; spelniaja je bowiem wszyst-

kie punkty o odcietej x = a i dowolnej rzednej y. Prosta Ryc. 2.11.

o réwnaniu (2) przecina o§ OX w punkcie (a;0).

Roéwnanie x = 0 jest rOwnaniem osi OY.

Jesli natomiast prosta AB nie jest rownolegta do osi OY, czyli gdy x, # x,, wtedy rownanie:
(1) jest rownowazne roOwnaniu

(3) y-y,= ii:?}(x—xl)

Oznaczajac wystepujacy w nim wspofczynnik ij _ ?

, zwany wspoélczynnikiem kierunko-
1
wym, przez m, mozemy temu rownaniu nadac postac:

4) y—yl:m(x—xl). o



Il. Elementy geometrii analitycznej

Na odwro6t, kazde rdwnanie tej postaci opisuje prosta o wspolczynniku kierunkowym m,
przechodzaca przez punkt (xI % ) Wystarczy dla dowolnych liczb x, y, i m przyjac na przy-

ktad x,=x + 1, y,=y,+m. Wtedy bowiem m = 9};2:%1,

a rébwnanie (4) ma postac (3). Gdy
punkt (xl ; y1> lezy na osi OY, co oznacza, ze x,=0,a y, rowna sie dowolnej liczbie n, wow-
czas rownanie (4) przybiera postac y —n = mx, czyli:

(5)y=mx+n.

Rownanie tej postaci nazywamy réwnaniem Kierunkowym proste;.

Przyjmujac w nim n = 0, otrzymujemy réwnanie y = mx, zwane rownaniem kierunkowym
prostej przechodzacej przez poczatek ukfadu wspotrzednych. Gdy zas m = 0, wtedy row-
nanie (5) przybiera postac y = n i przedstawia prosta rownolegla do osi OX; w przypadku,
gdy takze n = 0, rownanie (5) ma posta¢ y = 0 i opisuje 0§ OX.

Pytania i zadania
1. Kiedy rownanie Ax + By + C = 0 z niewiadomymi x i y opisuje prosta?
2. Omow rownanie prostej przechodzacej przez dwa rézne punkty: (x] ; y]) i (xz ; y2>.
3. Podaj rownanie osi:
a) OX; b) OY.
4. Napisz rOwnanie prostej przechodzgcej przez punkty:
a) (—3; 1) 1 (1; 3);
b) (2; —1) i (—2; 1);
c) (O;O) i (1; 1).
5. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P i nachylonej do osi OX pod ka-
tem o, gdy:

a) P=(1;1), a=45"
b) P=(~2:1), ar=30%
) P=(~1:1), a=135%

d) P=(-1;-1), a=150"
6. Napisz rOwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i o wspoiczynniku kierunkowym m,
gdy:

a) P=(1;3), m:—%;
b)P=(2:-1), m=-1;
o P=(-1;1), m=1

7. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt (0; —1) i rownolegle;j:
a) do prostej o rbwnaniu y = —x;
b) do prostej o rownaniu y =-2x + I;
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4. Prostopadtosé i rownolegtosé pary prostych na ptaszczyznie wspotrzgdnych

¢) do osi OX;
d) do osi OY.
8. Dane sg trzy wierzcholki: A = (1;-2),B=(4;0),C= (2;4) rownolegltoboku ABCD. Na-
pisz rownania prostych zawierajacych:
a) jego boki;
b) jego przekatne.
9. Wykaz, ze punkty:
a)(=3:1),(1:3),(7:6);
b) (=5:-4),(1:3);(13;17)

lezg na jednej prostej. Napisz rownanie tej proste;.

4. Prostopadiosc i rownolegtos¢ pary prostych na ptaszczyznie
wspotrzednych
W podrozdziale tym okre$limy warunek konieczny i dostateczny na to, aby dwie pro-
ste opisane na plaszczyznie wspolrzednych rownaniami ogolnymi byly:
a) prostopadie,
b) rownolegle.
Przedtem jednak przypomnijmy kilka wtasciwosci dotyczacych wektorow.

Wiemy, ze gdy dane sg na plaszczyznie wspolrzednych dwa wektory: = [al;aQ]

iy= [bl ; bz], to ich iloczyn skalarny o v mozemy obliczac ze wzoru:

;°;=a1b1+a2bz.

Dwa wektory niezerowe sg prostopadle, gdy ich iloczyn skalarny jest rowny zeru:

(+) ulve ab+ab,=0.

Dwa wektory niezerowe sa rownolegle, gdy jeden z nich jest iloczynem drugiego i pew-
nej liczby rzeczywistej, roznej od zera:

wiveV u=iv.
Gdy; = [algaz], y= [bl;bz], to:

;:t'; =Y [al;az] = [tbl;tbz] e a,=tb ia,=tb,,co gdy b #01 b,# 0 mozna zapisac
rownowaznie: % = FZ_ =1.

1 2

>

Tak wigc, gdy;: [algaz] 1v= [bl;b2] oraz b, #01b,# 0, to:

() 1l v & a,b,—a,b,=0.

Warunki (#) i (+#) postuza nam do okreslenia warunkéw, odpowiednio, prostopadio-
$ci i rownolegtosci pary prostych o rownaniach w postaci ogolne;.
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Il. Elementy geometrii analitycznej

Zanim jednak to nastgpi, udowodnijmy nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

Wektor 4 = [A; B] jest prostopadly do prostej [ o rownaniu Ax+ By+ C = 0.

(J Dowdd. Niech P = (xo ; yo) bedzie dowolnym punk-
tem prostej [ (ryc. 2.12); zachodzi wowczas réownosé
Ax,+By,+C=0.

Wobec tego rownanie prostej [ mozemy zapisaé
w postaci Ax+By+C-— (Ax0+ByO+ C) =0, czyli
rownowaznie: A (x - xo) +B (y - yo) = 0. Otrzymana
rownos¢ wyraza warunek prostopadioSci wektorow
= [A;B] i y= [x—xo;y—yo], gdzie v jest pewnym
wektorem PO prostej . O

Gdy prosta [ przechodzi przez poczatek uktadu
wspoOlrzednych, to opisujace ja rownanie Ax +By =0
jest zarazem warunkiem prostopadiosci wektorow

1= [A;B] i OP = [ x;y] (rye. 2.13). Na przyktad:

— wektor 1 = [-1; 1] jest prostopadly do prostych o row-
naniach ogolnych—x +y +1 =0, —x +y = 0 (ryc. 2.14);

Y
\ W=[4; B]

0= y) N
Pz(x();yo)

Uu=[A4; B]

Ryc. 2.13.

P=(xy)

Ryc. 2.14.

— wektoru = [1; 1]jest prostopadty do prostych o rownaniach ogolnych x +y -2 =0,x+y =0

(wykonaj odpowiednie ryciny).

Z udowodnionego twierdzenia wynikaja nast¢pujgce wnioski:

Wnhiosek 1. Proste o rownaniach ogdlnych A x+B,y+C =01 A,x+B,y+ C,= 0sa pro-

stopadfe wtedy i tylko wtedy, gdy A A, + B, B,=0.

Wnhiosek 2. Proste o rownaniach ogélnych A, x+B,y+C,=0iA,x+ B,y + C,= 053 row-
nolegte wtedy i tylko wtedy, gdy A B,— A, B, =0, co jest rownowazne alternatywie:

1

_Bl
A, "B,

2 2

lub A=A,=0 lub B,=B,=0.
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4. Prostopadtosc i rownolegto$é pary prostych na ptaszczyznie wépétrzednych

Podane w obu wnioskach warunki sa rowniez warunkami prostopadiosci i rownolegtosci
wektorow i = [Al ; B]] iy= [AZ ; Bz], prostopadlych do prostych o rownaniach odpowiednio
Ax,+By,+C =01 A,x+B,y+C,=0.

Tak wiec:

Rownanie prostej rownoleglej do prostej o réwnaniu Ax+ By+ C=0 ma postac
Ax+By+ D=0, arownanie prostej prostopadiej do niej posta¢ —Bx + Ay + E = (.
Przyktad 1. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1; 1) i prostopadte;
do prostej o rownaniu2x —y+1=0.

Rozwiazanie:

Proste prostopadte do prostej o rownaniu 2x —y + 1 = 0 majg rOwnanie x + 2y + C = 0,
gdzie C jest dowolna liczba. Podstawiajac do tego rownania wspoirzedne punktu P, otrzy-
mujemy rownos¢: 1 +2 -1+ C =0, czyli C =-3.

Odpowiedz: Szukana prosta ma rownanie x + 2y — 3 = 0.

Przykiad 2. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt O = (—1; 2 ) i réwnoleglej
do prostej o rownaniu x —2y—1=0.

Rozwigzanie:

Proste rownolegle do prostej o rOwnaniu x—2y—1=0 opisuje réwnanie postaci
x—2y+C=0, gdzie C jest dowolna liczba. Podstawiajac do tego rownania wspolrzedne
punktu O, otrzymujemy réwnos$¢ —1 —2 -2+ C =0, a stad C = 5.

Odpowiedz: Poszukiwana prosta ma réwnanie x —2y+5 = 0.
Przykiad 3. Napisz rownanic symetralnej odcinka AB, gdy A =(=2;1)i B =(4; -3).
Rozwiazanie:

Sposob pierwszy. Poniewaz wektor AB = [6;— 4] jest rownolegly do prostej AB, wigc jest pro-
stopadly do symetralnej odcinka AB. Zatem rdOwnanie tej symetralnej ma postaé
6x =4y + C = 0. Podstawiajac do tego rownania wspolrzedne srodka S = (1; —1) odcinka AB,
znajdujemy: C =—10, a co za tym idzie szukane réwnanie symetralnej: 3x — 2y — 5 = 0.

Sposdb drugi. Nalezy napisa¢ rownanie prostej prostopadtej do prostej AB i przecho-
dzgcej przez $rodek odcinka A B.

Prosta AB ma réwnanie y — 1 = —3- 1) -(x— (—2)), czyli rownanie y — 1=— —%—(x+ 2),

4— (-2
a wiec rownanie 2x+3y+1=0, za(lé proste do niej prostopadie maja réwnanie
=3x+2y+C=0, gdzie C jest dowolng liczba. Podstawiajac do niego wspoirzedne Srodka od-
cinka A B, czyli punktu S = (1; —1), otrzymujemy rowno$¢ 3 - 1 =2 - (1) + C = 0,azniej C = -5.
Odpowiedz: Symetralna odcinka A B ma rownanie: 3x -2y — 5= 0.
Przyklad 4°. Udowodnij, ze jezeli wierzchotki trojkata lezg na hiperboli o réwnaniu xy = 1,
to punkt przeciecia jego wysokoSci takze lezy na tej hiperboli.
Rozwigzanie:

Jezeli wierzchotki trojkata ABC leza na hiperboli o rownaniu xy = 1, to mozemy przy-

jac, ze: Az(a;%), Bz(b;%), Cz(c;%). Wowczas boki AB i BC maja odpowiednio
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II. Elementy geometrii analitycznej

Qf—

1 1_1
roéwnania: y—é: [Z—a (x—a)i y—%z%(x—b), czyli odpowiednio rownania:
ﬁx+y—<%+—}9—>=0 i ix+y—<%+%)=(), za$ wysokosci opuszczone na te boki

z wierzchotkéw C i A maja odpowiednio rOwnania:
1 1 ETVUR N [ S
x—%y+<abc —C)—O 1 X bcy+<abc a)—().
Wyznaczajac z obu tych rownan y, otrzymujemy:

(*) y:abx+<%—abc> i y:bcx—i—(é—abc).

Poréwnujac prawe strony tych rownan, otrzymujemy:

abx+ (% - abc) =bex + (% - abc),
(ab—bc)x:%—%,
(a—c)bx= —a—a:CLi ostatecznie:
y=— L

abc’

Podstawiajac otrzymang wartos¢ x do jednego z rownan (*), otrzymujemy:

yzab-(—a—})—c—_>+%—abc=—abc.

Punktem przeciecia wysokosci danego trojkata jest zatem punkt H = (—E—lb—c; —abc).

Poniewaz — ﬁ -(—abc) = 1, wigc nalezy on do hiperboli o rownaniu x y = 1.

Pytania i zadania
1. Podaj warunek:
a) prostopadfosci;
b) rownoleglosci prostych o réwnaniach A, x +B,y+C =0iA,x+ B,y +C,=0.

2. Objasnij, dlaczego proste prostopadie do prostej / o rownaniu Ax+ By + C =0 maja
rownania postaci Bx — Ay + C' = 0, a proste rownolegie do prostej / - rOwnania posta-
ciAx+By+C'=0, gdzie C'jest dowolna liczba.

3. Wykaz, ze proste o rownaniach kierunkowych y=m, x+n iy=m,x+n, sa:

a) prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy m m,+ 1= 0;
b) réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy m,=m.,.

4. Napisz réwnania kilku prostych prostopadiych i kilku prostych rownoleglych do proste;:

a) o rownaniu 2x — 3y +1=0;
b) przechodzacej przez punkty P=(-2;2) ip= (2;-2).
5. Punkty: A=(-3;2), B=(4:-1),C=(2:5)sa wierzcholkami trojkata ABC. Napisz jego

rownania:
a) srodkowych, b) symetralnych bokow,
¢) wysokosci, d") dwusiecznych katow.
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5. Odlegtos¢ punktu od prostej

6. Udowodnij metoda wspoétrzednych, ze w kazdym trojkacie:

a) Srodkowe, b) symetralne bokow,
¢) wysokosci, d) dwusieczne katow
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. Jeden z bokow kwadratu ABCD jest zawarty w prostej o rownaniu 2x —y — 2 = 0. Wierz-

chotek A = (1; 5). Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkow.

5. Odlegto$¢ punktu od prostej

Odlegtoscia punktu od prostej nieprzechodzacej przez
ten punkt nazywamy dtugos¢ najkrotszego odcinka, ktore-
go jednym koncem jest dany punkt, a drugim — punkt leza-
cy na tej prostej. Wiemy tez, ze tym najkrotszym odcinkiem
jest odcinek prostopadly do tej prostej (ryc. 2.15).

Gdy punkt lezy na prostej, to jego odlegioScia od niej
jest liczba 0.

Udowodnijmy teraz nastgepujace twierdzenie:

Ryc. 2.15.

Twierdzenie 1.

Odleglos¢ d punktu P = (xo : yo) od prostej / o rownaniu Ax + By + C = 0 wyraza si¢ wzorem:

- ‘Ax0+By0+ C|.

VA TE

UJ Dowod. Gdy punkt P nalezy do prostej I, wtedy oczy-
wiscie wzor ten zachodzi, bowiem d=0 oraz
Ax,+By,+C=0.

Niech zatem punkt P lezy poza prosta /. Poprowadzmy
przez punkt P prostg k prostopadta do /, a punkt, w ktorym
obie proste si¢ przecinaja, oznaczmy przez Q (ryc. 2.16).

Niech Q = (x;y). Jesli prosta / ma rOwnanie:

(1) Ax+By+C=0,wktorym A # 0i B # 0, to prosta k
opisuje rownanie:

(2) Bx—=Ay+Ay,—Bx,=0.

Rownania (1) i (2) sa rownowazne odpowiednio rownaniom:

(3) A(x—xo)+B<y—y0)=—<Ax0+By0+ C),
(4) B(x=x,)=A(y=y,)=0.

Pomno6zmy obie strony rownania (3) przez A, za$ rownania (4) przez B, a nastgpnie dodaj-

my je stronami; otrzymamy rOwnanie:

(%) (A2+Bz>(x—x0)=—A(Ax0+By0+C).
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Il. Elementy geometrii analitycznej

Gdy obie strony rownania (3) pomnozymy przez B, a rownania (4) pomnozmy przez — A,
a nastepnie tak otrzymane réwnania dodamy stronami, wowczas uzyskamy rownanie:

() <A2+Bz>(y —yo)z—B<Ax0+By0+ C).

7 rownan (x) i (+*) wyznaczamy odpowiednio:

A . B
X—X,=— 2_FBQ(AXO+ByO+C) 1 y—yoz———A2+B2(Ax0+By0+C).

Szukana odlegltos¢ d rowna jest dlugosci odcinka PQ. Zatem:

d=P0= (x=x,) +(y-,) =

2

2
:/(— Az‘iBz(Ax0+Byo+C)> +(—A2fBZ(AxO+ByO+ C)) =

= % Ax,+By,+C 2+—1'Dif—2 Ax,+By +C g
0 0 ) 0 0

(A°+5%) (A*+B)

_ (Ax,+By,+ C)2 _

A+ B’

A+ B’

2

2
/(AX0+B}’()+ C) (A2+B2)

|Ax,+By,+C] vl |1
JA B c
Jedli prosta [ opisuje rownanie Ax+By+C=0, k e=Cn)

wktorym B = 0, wtedy oczywiscie A # 01réwnanie to ma po- P=(xy7,)
staCAx+C=0,czylix = —%(ryc. 2.17). W takim wypadku o

odleglos¢ punktu P = (x0 ; y()) od prostej [ wynosi:

|[Ax,+ C|_[Ax,+0y,+C]| Ryc. 2.17.

g

X+ 5| =

AT T e J
Z kolei, gdy w rownaniu Ax + By + C =0 prostej [ Y? P P=(x055))

wspotczynnik A =0, wtedy B # 0 i rOwnanie prostej [

d=

ma postac By+C =0, czyliy= —% (ryc. 2.18), za$ od-

legtos¢ punktu P = (xo;yo) od prostej [: O=i-p) x

y0+%‘: |By,+C| _ |0x,+By,+ C|D

d=
Bl /0% + B

Ryc. 2.18.

Przyklad 1. Znajdz odleglos¢ punktu P = (2; —1) od prostej o réwnaniu x +y — 1 =0,
Rozwigzanie:

Punkt ten lezy na danej prostej, gdyz jego wspotrzedne spetniajg rownanie tej proste;.
Zatem szukana odlegtos¢ wynosi 0.
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5. Odlegto$¢ punktu od prostej

Przyktad 2. Oblicz odlegtos$¢ punktu P = (1; —2) od prostej o rownaniu4x —3y—15=0.
Rozwigzanie:

Mamy x =1, y,=-2, A=4, B=-3, C =—15. Zatem ze wzoru
na odlegtos$¢ punktu od prostej otrzymujemy:

d:\4»1+(—3)-(—2)—15\:|4+6—15]:]—5\:1 )
47+ (=3) /25 > Q

Ze wzoru na odleglo$¢ punktu od prostej mozna tatwo uzyskaé
wzOr na odleglos¢ pary prostych réwnoleglych.

Odlegtoscig pary prostych rownolegtych jest dtugos¢ najkrotszego
odcinka, ktorego jeden koniec lezy na jednej prostej, a drugi —na dru-
giej. Najkrotszym jest odcinek prostopadly do obu prostych (ryc. 2.19). Ryc. 2.19.

Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Odlegtosc d prostych rownolegtych k i [ o rownaniach odpowiednio Ax+By+C =0
1Ax+By+ C,=0wyraza si¢ wzorem:
. ‘CI_ Cz’

it n

d

N

J

O Dowod. Niech P=(x,:y,) bedzie punktem prostej k. Zachodzi wigc rownos¢
Ax,+By,+C =0, skad Ax +By,=—C,. Wowczas odleglos¢ prostych k i/, to odlegtos¢
punktu P od prostej / (majgcej rownanie Ax + By + C,=0), czyli

- |Ax,+By,+C, _|-e+c]_e- CQ“

JA + B’ JA+B A+ B

Przykiad 3. Znajdz odlegloS¢ prostych rownolegtych o rownaniach 3x+4y+10=0
i3x+4y-5=0.
Rozwiazanie:

A=3,B=4,C,=10,C,=-5, wicc szukana odleglosé d = o-(=5l_15_5

J3ra? O
Przyktad 4. Napisz rownania prostych réwnoleglych do prostej o rownaniu
12x+ 5y + 13 =01 odlegtych od niej o 2.
Rozwiazanie:

Nietrudno zauwazyc, ze istnieja dwie takie proste
(ryc. 2.20). Kazda z nich opisuje rdéwnanie
12x+5y+ C=0. Ze wzoru na odleglos¢ pary pro-
‘C— 13‘ B ‘C— 13‘

J12'+st 13

czyli|C—13]|=26.Stad C - 13=-261ubC— 13 =26

i ostatecznie C =—13 lub C = 39.

Odpowiedz: Szukane proste maja rownania:
12x+5y—-13=01 12x+5y+39=0.

stych rownoleglych mamy: 2 =




—=
—
=

II. Elementy geometrii analitycznej

Pytania i zadania

1. Jaki jest wzor na odleglosc:

a) punktu od prostej,
b) pary prostych rownoleglych?

Podaj wzor na odleglo$¢ punktu P = (xo ; yo) od prostej o rownaniu Ax +By+ C = 0.

. Podaj wzor na odlegtos¢ pary prostych rownolegtych o rownaniach: Ax+By+ C,=0

iAx+By+C,=0.

Oblicz odlegtos¢ punktu P od prostej [, gdy:

a)P= (2: 1), a prosta / ma rOwnanie 4x — 3y +1=0;
b) P =(3:~2), a prosta / ma réwnanie —x +y — 5 = 0;

c)P= (2; —1), a prosta / ma rOwnanie \@ x—=y+2=0.

5. Oblicz wysokosci trojkata ABC, w ktorym: A =(=3;2), B=(4;-1),C=(2;5).

6. Znajdz odleglo$¢ prostych o rownaniach:

a)6x+8y—2=016x+8y+8=0;

b),/3x-y+2=01i,/3x-y—-10=0.

Znajdz rownania prostych rownolegtych do prostej o rownaniu 3x — 4y + 2 = 01 odle-
gtych od niej o 3.

Wykaz metoda wspotrzednych, ze w trojkacie rownoramiennym suma odleglosci dowol-
nego punktu podstawy od prostych zawierajacych ramiona jest stafa.

6. Prostai okrag na ptaszczyznie wspofrzednych

Wzor na odlegto$¢ punktu od prostej wykorzystamy teraz do badania wzajemnego po-

lozenia okregu i prostej na ptaszezyznie. Odleglos¢ srodka okregu od prostej moze byc:

a) wigksza od dfugoSci promienia okregu,

b) rowna dtugosci promienia okregu,

)

mniejsza od dfugosci tego promienia.

Wowczas prosta i okrag odpowiednio:

a) nie maja punktu wspolnego (ryc. 2.21a);

b) maja jeden punkt wspolny; prosta nazywamy wtedy styczng do okregu (ryc. 2.21b);

©)
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maja dwa punkty wspdlne; mowimy, ze wtedy prosta przecina okrag lub jest jego siecz-
ng (ryc. 2.21c¢).

3) R 9|
/'/"" ~ ',,r' )
r
P‘\%ﬁ L) Pﬁf_;’ o | B=>o
AN N ¢
d>r d=r d<r
Ryc. 2.21.



6. Prosta i okrag na pfaszczyznie wspotrzednych

Zajmijmy si¢ teraz okrggiem i prosta na plaszczyznie wspoétrzednych, czyli okregiem
i prostg o danych réwnaniach.

Przykiad 1. Okresl wzajemne polozenie prostej o rownaniu x —y + 1 = 0 i okregu o row-
naniu x2+y2+ 2x—4y—4=0.
Rozwigzanie:

Rownanie x”+y° +2x—4 y—4=0 jest rownowazne rownaniu (x+ 1)2+(y - 2)2: 3% z czego
wynika, ze przedstawia okrag o §rodku S =(-1;2) i promieniu r = 3. Obliczmy odlegios¢
punktu S od prostej o podanym réwnaniu. Zgodnie ze znanym wzorem mamy:

PRIRCIEIC 2+1| -2|

ey

Okrag i prosta dane w zadaniu maja dwa punkty wspolne. Aby je wyznaczy¢, rozwig-
zujemy uktad rownan:

x=y+1=0

{(H ) +(y=-2)=9

i otrzymujemy kolejno rownowazne uktady rownan:

y=x+1 y=x+1
2 2 2
y+(y=2)=9, |2y -4y-5=0,
x=y—1 x=y-1
lub
y=1-2/14 y=1+1/14
oraz ostatecznie:

=-1/14 x=%/14
lub
y=1-4/14 y=1+73/14.

Zatem okrag i prosta o danych réwnaniach maja dwa punkty wspolne:
(L ga1-Laddio=(Lia1+L
P—( 5141 2/14>1Q_<2/T4,1+2/ﬁ).

Przyklad 2. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (2; 1) i stycznego

= /2. Tak wiec d < r.

do obu osi uktadu wspotrzednych.
Rozwigzanie:

Okrag, ktorego rownanie chcemy wyznaczy¢, ma Srodek na dwusiecznej kata XOY za-
wartej w prostej o rownaniu y = x i jest styczny do ramion tego kata. Wobec tego w jego

rownaniu kanonicznym (x — a)2 +(y- b)2 = r* mozemy przyjaé, ze a = b = r . Otrzymuje-
my rownanie (x — r)2 +(y- r)2 = r*, ktore, po podstawieniu do niego wspéirzednych punk-
tu A, prowadzi do réwnania (2 - r)2+ (1- r)2: r’, czyli rownania r’— 67+ 5 = 0.

Rozwiazujac je w znany sposéb, otrzymujemy = 1 lub r = 5.

"



Il. Elementy geometrii analitycznej

Istnieja wiec dwa okregi spetniajace warunki zadania; maja one rOwnania:
(x- 1)2+ (y- 1)22 1i(x- 5)2+ (y- 5)2: 25 (wykonaj odpowiednig rycing).
Przyklad 3. Zbadaj potozenie prostej o rownaniu 4x + 3y — 10 = 0 wzgledem okregu o réw-
naniu x +y +6x+2y—15=0.
Rozwiazanie:

Przeksztatcajac rownanie danego okregu w posta¢ kanoniczng, otrzymamy rownanie
(x+ 3)2 +(y+ l)2 = 25, z ktorego odezytujemy Srodek okregu S = (—3; —1) i promien r = 5.

Odleglos¢ srodka S od danej prostej znajdujemy ze wzoru:
4-(=3)+3-(-1)-10
d:‘ (=3)+3-(-1) ‘:2525

iy 5

Tak wiec d = r, co oznacza, ze dana prosta jest styczna do danego okregu.

Wiemy za$, ze styczna do okregu jest prostopadia do jego promienia, poprowadzone-
go do punktu stycznoSci. Zatem prosta zawierajaca ten promien przechodzi przez punkt
stycznosci. Jej rownanie ma posta¢ 3x — 4y + C = 0. Podstawiajac do tego rownania wspoi-
rzedne Srodka danego okregu, znajdujemy C =5 i otrzymujemy rOwnanie 3x — 4y =—5.
Rozwigzujgc uktad rownan

[4x +3y=10

13)( —4y=-5,
otrzymujemy wspolrzedne punktu stycznosci. Jest nim punkt P = (1;2).

Wyznaczymy teraz rownanie stycznej do okregu

o roéwnaniu (x - a)2 +(y- b)z =" poprowadzonej v \ 0=(c:)

w danym jego punkcie P = (xo;yo). W tym celu znowu e >\ ,
skorzystamy z tego, ze styczna do okregu jest prostopa- / NP=(x,:7,)
dia do jego promienia, poprowadzonego do punktu [ (/’/ \
stycznosci. Stad bowiem wynika z kolei, ze wektor L 5 §=(a; b)”’f

SP = [xo— a;y,— b] jest prostopadly do tej stycznej, \ ¥

awiec do wektora PO = [x — X,y —yo], gdzie O = (x:y) Ryc. 2.22

jest dowolnym punktem tej stycznej (ryc. 2.22). Z wa-
runku prostopadtosci wektordw otrzymujemy rownanie:

() (x,=a)(x=x,)+(y,=b)(y=y,)=0.

Ale (xy—a)(x=x,))+(y,=b)(y=y,) = (x,—a)(x—a)+(y,~b)(y=b) -
((x=a) + (3= 8) )= (- a)(x =)+ (3= )(3 =) =
Zatem réwnanie (+) jest réwnowazne rownaniu

(xo—a)(x—a)+(y0—b)(y—b) =r’
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6. Prosta i okrag na ptaszczyznie wspotrzednych

Tym samym udowodniliSmy nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie
Styczna do okrggu o réwnaniu (x— a)z (- b)2 =’ poprowadzona w punkcie

P= (xo ;yo) tego okregu ma rownanie:

(+) <x0—a)(x—a)+(yo—b)(y—b)=r2.

W przypadku, gdy srodek okregu znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych, czy-
li gdy a = b = 0, rOwnanie () przybiera postac x,x +y,y = r.

Przyklad 4. Napisz rownanie stycznej do okregu o rownaniu (x — D+ (y- 2)2 =25 popro-
wadzonej w punkcie P = (4; -2 ) tego okregu.
Rozwigzanie:

Mamy dane:a = 1,b = 2,r=5,x,= 4, y, = —2. Podstawiajgc te wartoSci do rownania stycz-
nej, otrzymamy (4 — 1)(x = 1)+ (=2 = 2)(y—2) =251 po uproszczeniu 3x — 4y — 20 = 0.
Odpowiedz: Szukana styczna ma rownanie 3x — 4y — 20 = 0.
Przyklad 5°. Napisz rownanie stycznej do okrggu o rownaniu (x — 8)2 +(y- 1)2 =25 popro-
wadzonej z punktu P = (1;2) poza tym okregiem.
Rozwigzanie:

Mozna poprowadzi¢ dwie takie styczne.

Sposéb pierwszy. Niech O = (xl;yl) oznacza niewiadomy punkt stycznoSci danego
okregu i poprowadzonej stycznej. Mozemy wigc napisac¢ rOwnanie stycznej w tym punk-
cie: (x,—8)(x=8)+(y,~1)(y~1)=25. Poniewaz do tej stycznej ma naleze¢ punkt
P =(1:2), zachodzi wigc takze rownos¢ (x1 -8)(1-8)+ (y] ~1)(2 - 1) =25, z ktorej ko-
lejno mamy:

~7(x,=8)+(y,~1)=25,

~7x,+56+y —1=25 i ostatecznic 7x,—y —30=0. Ponadto zachodzi rownos¢
(xl - 8>2+ (yl - 1)2 = 25. Po rozwigzaniu uktadu rownan:

Tx,—y,—30=0
(x,— 8)2+ (v, 1)2: 25
otrzymujemy: x, =5 i y =5 lub x =4 i y =-2. Mamy wi¢c dwa punkty stycznosci:
0,=(5:5)i0,=(4:-2)
Yo7

o . , . _ _ / _ o . . .
Podstawiajac do rownania y — y, = X=X (X xl) w miejsce X, X,, ¥, v, odpowiednie

wspolrzedne par punktow P i Q, oraz P i Q,, znajdujemy szukane rOwnania stycznych; sa
torOwnania: 3x—4y+5=01 4x+3y—-10=0.
Sposéb drugi. Przez punkt P = (1; 2) prowadzimy dowolng prosta; ma ona réwnanie:

y—2=m(x—1), czyli rtéwnanie: (x) mx—y+2—m=0. Ze wzoru na odleglos¢ punktu
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Il. Elementy geometrii analitycznej

od prostej obliczamy odleglosé srodka S = (8; 1) danego okregu od prostej o rownaniu ()
i8-m—1+2—m| B |7m+ 1!

Jme1 CSmi+1
|7m+1‘

Z warunku stycznosci okregu i prostej wynika rOwnanie \/27 =5, ktorego rozwig-
m +1

1 otrzymujemy: d =

zaniem s3 liczby: m = 3 im, == 2 Po podstawieniu ich do rownania () uzyskujemy row-
yom =g i, == 3 P jemy

nania3x—4y+5=0id4x+3y—-10=0.
Sposoéb trzeci. Zauwazmy, ze prosta o rGwnaniu x = 1 nie przecina danego okregu, wiec
szukana styczna nie jest prostopadia do osi OX. Wobec tego ma ona réwnanie postaci

y—=2=m(x—1). Poniewaz prosta ta ma mie¢ z okregiem dokladnie jeden punkt wspolny,
2

wigc  wyrdznik  rownania  (x-— 8)2+ (m (x=1)+ 1) —25=0, czyli roéwnania

<m2+ l)(x - 1)2+ 2(m—=T)(x—1)+25=0, musi by¢ rowny 0. Stad otrzymujemy: m z—%

lub m =3 i szukane rownania: 4x+3y—10=0 i 3x—4y+5=0.

Pytania i zadania

1. Podaj réwnanie stycznej do okregu o rOwnaniu:
a)(x- a)2+ (y- b)2= r’ w jego punkcie P = (213 ):
b) x”+y =r’wjego punkcie P = (x5,

2. Zbadaj wzajemne polozenie prostej i okregu o podanych rownaniach:
a)3x-y—1=0ix"+y'=9; b)3x—dy+10=0i (x—1) +(y+2) =1,
)x—-y+9=01i x2+y2—6x=O; d)/§x+y— =01 x2+y2+2x—2y+ 1=0.

3. Oblicz diugos¢ cigciwy, jakg w okregu o rownaniu (x — 3)2 + (y - 2)2 = 36 wyznacza pro-
sta o rownaniu 2x —y+2 = 0.

4. Napisz rownanie stycznej do okregu o réwnaniu (x — 1)2 +(y- 6)2 =25 poprowadzo-
nej przez punkt P = (5;3).

5. Napisz rownanie stycznej do okregu o rownaniu (x — 8)2 +(y- 1)2: 25 poprowadzo-
nej przez punkt P = (1;2).

6. Oblicz diugosc¢ cieciwy laczacej punkty stycznoSci stycznych do okrgegu o rownaniu
(x- 6)2 +(y+ 2)2 = 20 wyprowadzonych z poczatku uktadu wspoirzednych.

7. Z poczatku uktadu wspolrzednych wyprowadzono styczne do okrggu o réwnaniu

x4+ y2 —14x+2y+25=0. Oblicz pole trojkata ograniczonego tymi stycznymi i cigci-
wa faczaca punkty stycznosci.
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7. Nierowno$¢ opisujgca potptaszczyzng

8. Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami uktadu wspotrzednych i styczng w punkcie A
do okregu opisanego na trojkacie ABC, w ktorym: A = (4;2), B=(11;3),C=(3:9).

9. Prosta o robwnaniu x — 7y + 5 = 0 przecina okrag o rOwnaniu X+ y2 - 12x+4y+15=0
w punktach A i B, w ktorych poprowadzono styczne przecinajace si¢ w punkcie C. Ob-
licz pole trojkata ABC.

10™". Dany jest okrag, ktorego Srodek ma wspoirzedne bedace liczbami niewymiernymi.
Udowodnij, ze nie mozna w ten okrag wpisac trojkata, ktorego wszystkie wierzchot-
ki maja obie wspolirzedne bedace liczbami wymiernymi.

7. Nieréwnos$¢ opisujaca potptaszczyzne

Rozwazmy na plaszczyznie wspoOlrzednych prosta [ o rownaniu Ax + By + C = 0. Jesli
punkt P = (x; y) lezy na prostej /, to jego wspolrzedne spetniaja to rownanie. JeSli zas$ nie
lezy on na tej prostej, jego wspolrzedne nie spetniaja tego rownania i zachodzi wowczas
jedna z nieréwnosci: Ax + By+C> 0lub Ax+ By +C<0.

Prosta [ dzieli ptaszczyzne na dwie potptaszczyzny. Jesli wigc punkt P nie lezy na pro-
stej [, to musi leze¢ po ktorejs z jej stron. Zatem kazdy punkt ktorejS z tych potptaszcezyzn
nielezgcy na prostej [ ma wspdtrzedne spelniajace jedna z podanych wyzej nierOwnosci.

Na odwr6t, kazda z tych nieréwnoSci opisuje jed-
na z polptaszczyzn bez prostej /, na jakie dzieli pro- Y
sta l ptaszczyzne XOY, przy czym, jesli pierwsza z tych
nieréwnosci przedstawia jedna polptaszczyzne, to
druga nierownosS¢ opisuje druga polptaszczyzne.

B=(x,59y)

Istotnie, niech punkty P = (xl;yl) 1Q0= (x2;y2>
naleza do roznych potplaszczyzn o wspolnej krawe- / 0=(x;)
dzi/ (ryc. 2.23). Wowczas odcinek PQ przecina pro- o0 X

sta [ w jakim$ punkcie S = (x;y). Punkt S dzieli od-
cinek PO w pewnym stosunku dodatnim &, ma wiec Ryc. 2.23.
wspolrzedne okreslone wzorami:
X, tkx,  y+tky,
() x= =57 Y= 7%
(zob. podrecznik Matematyka 2, podrozdz. 6.3. ,,Stosunek podziatu wektora™).

Liczby x i y spelniaja rownanie prostej /, wigc:

@ A SHEG g DR e Shaa:
[+k [+ ->rad
Ax +By +C
() k:_Ax2+By2+C'

Poniewaz k > 0, wigc liczby Ax,+ By + Ci Ax,+ By, + C maja przeciwne znaki, co ozna-
cza, ze jezeli wspOlrzedne punktu P spelniaja jedna z nieréwnosci Ax+By+C> 0 lub
Ax+ By+ C<0, to wspotrzedne punktu Q spelniaja druga.
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Na odwrot, jesli liczby Ax, + By + C i Ax,+ Bx,+ C maja przeciwne znaki, to liczba &

. : - o : X tkx, y+ky,
okreslona wzorem (3) jest dodatnia i spetnia rownanie (2), a punkt S = 1k 1+k le-

zy wewnatrz odcinka PQ i, na mocy réwnosci (2), lezy takze na prostej . Wobec tego punkty P

10 naleza do r6znych potptaszezyzn o wspolnej krawedzi L.
Punkty P i Q naleza zatem do:

a) jednej z polplaszczyzn o wspodlnej krawedzi [ wtedy i tylko wtedy, gdy wspotrzedne tych
punktow spelniaja tylko jedna z nieréwnoSci Ax +By+C>0i Ax+By+ C<0;

b) roznych polptaszezyzn o wspolnej krawedzi [ wtedy i tylko wtedy, gdy wspolirzedne jed-
nego z tych punktow spetniaja jedna z nierownosci: Ax+By+C>0i1Ax+By+C<0,
a drugiego — druga z nich.
Tym samym udowodniliSmy nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie
Kazda z nierownosSci liniowych postaci Ax + By + C > 0lub Ax + By + C < O opisuje jed-
ng z polplaszczyzn, na jakie dzieli plaszczyzng XOY prosta o rownaniu Ax + By + C = 0.

Aby stwierdzi¢, ktorg z polplaszczyzn opisuje dana nieréwnos¢ liniowa, wystarczy spraw-
dzi¢, na ktorej z nich lezy punkt o wspo6irzednych spelniajacych te nierownosc.
Przykiad 1. Rozstrzygnij, czy punkty: P = (—1;2) i Q = (2;-3)leza na plaszczyznie wspol-
rzednych po roznych stronach, czy tez po jednej stronie prostej o rownaniu 2x —y — 3 = 0.
Rozwigzanie:

Po podstawieniu wspotrzednych danych punktéw do wyrazenia 2 x — y — 3 otrzymujemy:

2:(-1)=2-3<0,2-2-(=3)=3>0.
Widzimy wigc, ze wspolrzedne punktu P spelniajg nierownosé2x —y — 3 < 0, a wspotrzed-
ne punktu Q —nierownos¢ 2x —y — 3 > 0. Zatem punkty te lezg na plaszczyZznie wspotrzed-
nych po réznych stronach danej proste;.
Przykiad 2. Zaznacz na plaszczyznie wspoirzednych zbior punktoéw o wspotrzednych spet-
niajacych nierownos$¢ 3x +4y—12 > 0.
Rozwiazanie:

Narysujmy najpierw prosta o rownaniu 3x +4y— 12 = 0.

Y
Nastepnie wybierzmy punkt nalezacy do jednej z polptasz-
czyzn ograniczonych tg prosta, na przyktad punkt P = (3; 2),

3
1 sprawdzmy, czy jego wspolrzedne spelniaja podana nierow- N,z (3:2)
nos¢. 4 X
Stwierdzamy, ze rzeczywiScie spelniaja ja, gdyz o \
3:3+4-2-12>0. Zatem poszukiwanym zbiorem punk-
tow jest polptaszczyzna ograniczona prosta o podanym Ryc. 2.24.

rownaniu (bez niej), do ktorej nalezy punkt P (na ryc. 2.24
jest ona zakreskowana na zielono).
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7. Nierowno$¢ opisujgca potptaszczyzng

Przyklad 3. Zaznacz na plaszczyznie wspdlrzgdnych zbior punktow, ktorych wspotrzedne spet-
niaja ukfad nier6wnosci:

-3x-y+1<0
2x—=y+1=0. <
Rozwiazanie: I\ Y ://
Rysujemy najpierw proste o rownaniach—3x—y+1=0 7
i 2x—y+1=0. WprowadZmy nast¢pujace oznaczenie: )
A:{<x;y):—3x——y+1<0},B:{(X;y):2x—y+1>0}. ANB
ZDbiodr A jest potplaszczyzna o krawedzi [ bez niej (obszar o7 &
zakreskowany na ryc. 2.25 na niebiesko), B za$ jest potptasz- \\\L;2
czyzng o krawedzi k z nig, gdyz nierownoS¢ opisujaca ten Bl \\
zbidr jest nieostra (obszar zakreskowany na zielono). \);\\
Poszukiwanym zbiorem jest cze¢S¢ wspoOlna zbiorow A k \\0
i B, czyli zbior A N B (obszar pokratkowany). Ryc. 2.25.

Pytania i zadania
1. Jaki zbior punktow na plaszczyznie wspolirzednych jest opisany przez nierOwnosc:
a) Ax+By+C>0;
b) Ax+By+C<0?
2. Okresl potozenie punktow P i Q wzgledem prostej , gdy:
a) P=(1;3), 0 =(-2;3), a prosta/ ma rownanie —2x+ 3y =3 =0;
b) P=(-2;1), O =(2;~2), a prostal ma rownanie 2x -y — 1 =0.
3. Zaznacz na plaszczyznie wspoOlrzednych zbior punktow, ktorych wspotrzedne spetnia-
ja nierOwWnosc¢:
a)x—2y+1>0;
b)3x—y+2<0;
c)x—2=0;
dyy+1<0.
4. Zaznacz na plaszczyznie wspotrzednych zbior punktow, ktorych wspotrzedne speinia-
ja uktad nieréwnosci:
{2){ -y+220
a

-x+2y-2<0
b x+y—-2<0
3x=y=1>0;
x>0
y>0
¢)
2x=y—=120
x+2y—-2<0.
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Dla jakich wartosci m wspoirzedne wszystkich punktow trojkata ABC o wierzchotkach
A=(0;0), B=(0;-4),C=(-2;0) spetniaja nieréwnos¢ x —y + m > 0?

Dla jakich wartosci parametru m odcinek AB, gdzie A=(0;9), B=(3;6) lezy na
pOlptaszczyznie opisanej nierownoscia 2x +y > m?

Dla jakich wartoSci parametru m proste o rdwnaniach: x —my—-1=0imx—-y—-1=0
przecinaja si¢ w punkcie nalezacym do kwadratu A BC D, ktorego wierzchotki: A = (1; 1),
B=(-1;1),C=(=1;-1),D=(1;-1)?

. Zilustruj na plaszczyznie XOY nier6wnosci:

a)lx—y]+|x+y’<2;
b)|x|=|y—=1]> L
c)2<‘|x|—|y|‘<3.



I11. Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne poznaliscie juz w klasie pierwszej. Uzyskang wowczas
wiedze bedziecie mogli teraz poszerzy¢ o kolejne twierdzenia, majace duze znaczenie dla
cafej trygonometrii. Nastgpnie nauczycie si¢ je stosowac do przeksztalcania wyrazen, do-
wodzenia tozsamosci oraz rozwigzywania rownan i nierdwnosci trygonometrycznych.

1. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentow

Obierzmy na plaszczyznie XOY dwa rozne

punkty A:(xA;yA) i Bz(xB;yB), takie, ze: Y ﬂY
OA=0B = 1. Oznaczmy: <XOA =0, <XOB=J3 < A=y
(ryc. 3.1). Wowczas z definicji sinusa i cosinusa do-
wolnego kata: x,=cosq, y,=sinQ, x,=cos B, ~a-f X'
y,=sin B. o kﬁ B=(x5;yp)
Obliczmy teraz kwadrat dtugosci odcinka A B 0 X
wediug ogdélnego wzoru na odlegtos¢ dwoch
punktow na plaszczyznie:
2 Ryc. 3.1.

) 2

(x) AB = (xA-xB) + (yA—yB) =

=(cos & — cos ﬂ)2+ (sin o~ sin ﬁ)zz 2(1—cosa-cos B—sina:sin B).

Gdy obrocimy w kierunku dodatnim osie wspotrzednych o kat 3, otrzymamy uktad
X'0Y', ktorego 0§ OX' zawiera¢ bedzie odcinek OB. Oznacza to, ze <X'OB =0, za$
<X'OA =0 — B (ryc. 3.1). W uktadzie X'OY"' punkty A i B maja wigc wspoOtrzedne:

x'A: cos(a—ﬁ), y',=sin (O(—ﬁ), xB' =1, yB' =0Q.

Obliczmy teraz kwadrat dtugosci odcinka A B, korzystajac ze wspotrzednych punktow
A1 Bw ukfadzie X'OY™":

2

2
(+x) AB’= (x, —xB‘)2+ (v, —yB'>2= [cos(a—ﬁ) - 1] + [sin(a—ﬂ)] =
22[1 - cos(a—ﬁ)].
Jesli porownamy wyrazenia (=) i (xx), otrzymamy rOwnosc:
2(1 - cosorcos B~ sina-sin ,3)22[1 —cos(a—ﬁ)],
a stagd — rOwWnos¢:
cos(a—f3) = cos a-cos B+sina-sin B.
Zastepujac B przez — B3, otrzymamy:
cos(a+p)= cos[O(— (—ﬁ)] =
=cos - cos(—f3) +sina sin(~f)=cosa cos B—sina-sin B

(na mocy parzystosci funkcji cosinus i nieparzystosci funkcji sinus).
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ll. Funkcije trygonometryczne

Tak wigc:
cos(a+ )= cosa-cos B—sina-sin fB.
Po podstawieniu w tej rownosci o + 90° w miejsce o mamy kolejng rownosc:
cos [(OH 90°) + ﬁ] = cos (0or+907) cos B—sin (0+90°)sin B, czyli rownosé
cos [90° +(or+ ﬁ)] =cos(90° +oar)cos B—sin(90° +a)sin S,
ktora po zastosowaniu odpowiednich wzoréw redukcyjnych prowadzi do rownosci:
—sin(o+ ) ==sin o cos B~ cos A sin f3,
—sin(o+ ) =—(sin acos B+ sin Bcos o) i ostatecznie do wzoru:
sin(or+ ) =sina- cos B+ sin B- cos Q.
Po zastapieniu w tym wzorze argumentu 3 przez — 3 otrzymujemy rownos¢:
sin (o= ) =sin o cos(—f) + sin(—f) cos , a z niej — kolejny wzor:
sin (o= ) =sina- cos 8- sin B-cos a.

Tym samym udowodniliSmy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Dla dowolnych katéw a i B zachodza wzory:

(1)sin(o+ B) =sin - cos B+sin B cos a,
(2)sin (o= ) =sin o cos B~ sin B-cos @,
(3) cos (0t + B) = cos - cos B~ sin o sin 3,
(4) cos(o—fB) =

cos o - cos B+sina-sin .

Zalozmy, ze a i B sa takimi katami, ze cos ( o+ ﬁ) # 0. Wowczas ze wzorow (1) i (3) wy-

sin(a+B) sino-cos B+sin B cos a
cos(a+f) cosa-cos B—sina-sinf’

nika, ze tg (o + ) =

Gdy ponadto cos & # 0 i cos B # 0, wtedy dzielac licznik i mianownik ostatniego utam-
ka przez cos ¢ - cos 3, otrzymamy:

sin o - cos 3 N sin 3 cos & sina . sinf

tg(a+ )= cosa-cos B coso-cos B COSA T cos B tgo+tg B
& Ccosa-cos B sina-sinB 0 ging sinfB o l-tga-tg
cosa-cos B cosa-cos B COSX cos B

Zachodzi wiec kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Dla dowolnych katow o i 3 takich, ze cos ot # 0, cos B# 0icos (a+ ) # 0, prawdziwa
jest rownosc:

(5)tg(a+ﬁ):%.
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1. Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy argumentow

Zastepujac w tym wzorze 3 przez — B i korzystajac z nieparzystosci funkcji tangens,
otrzymujemy wzor na tg (ot — fB):
tgatig(-B) wa-tgp

tg(a_ﬁ>:tg[a+<_13)]:]_tgatg(—ﬁ> _1+tg0(tgﬁ'

Prawdziwe jest zatem twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Jezeli a i B sa takimi katami, ze cos 0t # 0, cos B# 0icos (=) # 0, to:

Nietrudno udowodnic tez kolejne dwa twierdzenia:

Twierdzenie 4.
Dla dowolnych katow o i B takich, e sin a# 0, sin f# 0 i sin (o + ) # 0, zachodzi
wzOr:

Letgoae |
(7) ctg(a+ﬁ)————ctga+ctgﬁ :

Twierdzenie 5.
Dla dowolnych katéw o i 3 takich, ze sin ot # 0, sin S +# O isin (o~ ) # 0, prawdziwa
jest rGwnosc:
ctgactg p+1
(8) Ctg(d—ﬁ) = _g___i

ctg f-ctgar ”

Dowody tych twierdzen mozecie przeprowadzi¢ samodzielnie.

Przedstawione dowody twierdzen o funkcjach trygonometrycznych sumy i roznicy ar-
gumentow maja charakter ogdlny. Opieraja si¢ bowiem na definicjach funkcji trygonome-
trycznych dowolnego kata, wzorze na odlegtos¢ dwoch punktow na plaszezyznie oraz re-
gulach dodawania katow.

Niektore z otrzymanych wzorow mozna dla pewnych wartosci katow zinterpretowac
geometrycznie. Ponizej przedstawimy dwie z takich interpretacji.
1. Z zastosowaniem wzoru na pole trojkata.

Zatozmy, ze ot i 3 sa dowolnymi katami ostrymi i rozwazmy
trojkat ABC, w ktorym <ABC = o+ f3, przy czym niech ot i B be-
da katami, jakie tworza z wysokoscia BD = h tego trojkata od-
powiednio jego boki AB 1 BC (ryc. 3.2).

Ze wzoru na pole S trojkata ABC mamy:

(x)S= acsm(a+ﬁ)
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lll. Funkcje trygonometryczne

Jest ono réwne sumie pol trojkatéw ABD i DBC, wigc S = % AD-h+ —é— DC - h. Poniewaz jed-
noczesnie: h = acos B=ccosa, AD = ¢ sin o, CD = a sin 3, przeto:

(#%) S = %ac sin a cos B+ %acsin Bcosa.

Z réwnoscei (x) 1 (++) wynika, ze %ac sin(o+ ) = %ac (sina-cos B+sin Beosar),
a stad — wzor:

sin(a+ ) =sina- cos B+ sin B cosa.

2. Z zastosowaniem twierdzenia Ptolemeusza.

Przypomnijmy je:

—_1

\

Iloczyn dtugosci przekatnych czworokgta wpisanego w okrag jest rowny sumie iloczynow
dlugosci przeciwleglych bokow.

(@]

Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag o promieniu R, ktérego Srednica
jest przekatna AC tego czworokata, tworzaca z bokami AB i AD katy ostre odpowiednio o
i B. Zatézmy ponadto, ze AC = 2R (ryc. 3.3).

Wedlug twierdzenia Ptolemeusza: l

() AC-BD=AB-CD+BC-AD. 4
W trojkatach prostokatnych ABC i ACD zachodzg zwiazki: A4 g c

AB=2Rcosoa, CD=2Rsin 8, AD=2Rcos 3, BC=2Rsinq, V

w trojkacie ABD za$, na mocy twierdzenia sinusow, prawdziwa O

jest rownoS$¢ BD = 2R sin (O{ + ,8) Podstawiajac otrzymane B

z tych zwigzkow wartosci do rownoSci (=), dostajemy rownos¢: Ryc. 3.3.
2R-2Rsin(0+fB)=2Rcosa-2Rsin B+ 2Rsina- 2R cos f3,
z ktorej wynika znany nam juz wzor:
sin (ot+ ) =sin o cos B+ sin B- cos a.
Powro¢my raz jeszeze do twierdzeni o funkcjach sumy dwoch argumentdw, czyli
do wzorow: (1), (3), (5) i (7). Gdy podstawimy w nich = a, otrzymamy zwiazki funk-

cji trygonometrycznych argumentu podwojonego 2 z funkcjami argumentu o. Wyra-
zaja je nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 6.
Dla kazdego kata o

(9)sin20=2sin - cos @,

(10) cos 2= cos @ —sin’a.
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1. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentow

Twierdzenie 7.

Dla kazdego kata o takiego, ze cosa# 0 i cos2a# 0, zachodzi wzor:

2tga
1) tg2a=—=5—.
(1) tg l—tg2O(

Twierdzenie 8.

Dla kazdego kata o takiego, ze sin o # 01isin 2a # 0, prawdziwy jest wzor:

ctgza—l

(12) ctg 200 = "W

Pytania i zadania

1. Podaj wzor na:

a)sin (o + B); b) sin (o= B).
2. WyprowadzZ wzOr na:
a)sin 2a; b) sin 3a.

3. Wykaz, ze sin =2 sin % - CoS %.

4. Podaj wzor na:

a) cos(a+ B); b) cos(a—B).
5. WyprowadzZ wzor na:
a) cos 20 b) cos 3a.

6. Udowodnij, ze cos 20 mozna wyrazi¢ takze wzorami:
2 . .2
cos2a=2cos =11 cos2a=1-2sin"a.

7. Wykaz, ze:
o

2 .2 .2 2
a) cos O = cos %—sm %; b)l —cosa=2sin"%; c¢)1+cosa=2cos

7>
8. Podaj wzor na:

a)tg(a+p); b) tg(a—B).

Przy jakich zatozeniach dotyczacych katow o i B kazdy z tych wzorow jest prawdziwy?

9. Wyprowadz wzor na:

a)tg2a; b) tg 3.

Przy jakich zalozeniach kazdy z tych wzoréw ma sens?
10. Udowodnij, ze:

2tg% a
a)tgazl_—zg, gdy cos5 #0 i cosa+#0;
£72
b)tg%zl—;ig%sc—a, gdy sin o # 0.

11.Podaj wzor na:

a)ctg(a+,3); b)ctg(a—ﬁ)

oraz zalozenia, przy ktorych kazdy z tych wzoréw ma sens.
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IIl. Funkcije trygonometryczne

12. Wyprowadz wzor na:
a)ctg2a; b) ctg 3a.
Przy jakich zalozeniach kazdy z tych wzorow jest prawdziwy?
13. Udowodnij, ze:
2
Ctg—za—l, gdysin%;éOisinOt;ré 0;
2 ctg 5

b) ctg % = %jgﬂ, gdy sina # 0.

a)ctgo=

14. Oblicz:
a)sin75%1cos 75°% b)sin15°icos15°.
15. Oblicz:
a)tg75%ictg 755 b)tg15%ictg15°.
16. Oblicz:
tg 80° —tg 20° tg 100° +tg 50°
W 1512807 1g 20" b) 7151007 1g 507

ctg35%ctg25° — 1

ctgl15® ctg 75" + 1
©) Ctg 35" + cig 257

ctg 75° —ctg15° °
17. Zinterpretuj geometrycznie wzOr na cos ( o+p ), postugujac si¢ rycing 3.4.

d)

Ryc. 3.5.

19. Udowodnij, ze:

1 :
I+tga-tg2a’

te’(45°+a) -1
@' (45°+o)+ 1

a) ctg 20 = %(ctg a-tga), b)cos2a=

2 :
fga+ctga’

c)sin2a= d)sin2a =
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2. Sumy i roznice funkcji trygonometrycznych

2. Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

Z twierdzen o funkcjach sumy argumentéw mozna réwniez wyprowadzic wiele innych
wzordéw. Sformutujemy je, jak poprzednio, w postaci kilku twierdzen.

Niech o i S beda dowolnymi katami. Latwo sprawdzi¢, ze zachodzg rownosci:

@t 0P o5 9B _a=B

o=

Zatem korzysta]a}c ze WZOrow na funkqe sumy i roznicy katow, otrzymujemy:

42558 (248 -50)-

sina+sin/3:sin<

+ .
sin > COS o)

:<sina;ﬁ'c B a-p ‘“/3)+

> + COS 7 — Sin > - COS 7 2 - COS D

+(Sina+,3 a-f . a-f a+ﬁ>:28ina+ﬂ a-B

cosoc+cosﬁ:cos<a ﬁ+_oc_,8>+cos< ;ﬁ_a;f)z

S
+
=

+ o - -
:(cosaz‘Bcos 2ﬁ—sin 5 ~sina2ﬂ>+

a+p a-p . oa+p . a-p o+ a-pf

+<COS > + COS 7 + Sin 2 - SIn 2 ) =2cos ) - COS b)

Tym samym wykazaliSmy:

Twierdzenie 1.
Dla dowolnych katéw « i B zachodzg wzory:

-+ o —
2ﬁlcos Zﬁ’

(1) sin o + sin =2 sin

a+p o-p8
5 + COS o

(2) cos &t + cos B=2cos

Podobnie rozumujac, mozemy udowodni¢ kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Dla dowolnych katow a i 3 prawdziwe sa rOwnosci:

= a+p
5 05 5

(04ur (07 e
2ﬂ-sin 2'8.

a
(3) sin & — sin B=2sin

(4) cos @ — cos B=—2sin
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Niech o i S beda takimi katami, ze cos a# 01 cos B # 0.Wowczas:

tgorttg f=SYE sin B _ sin arcos B+ sin feosar _ sin(a+f)
cos cos,B cosacosﬁ COSaCOSﬁ

oraz

te o te B sina_sinﬁ_sina'cosﬁ—sinﬁcosa_Sin(a—ﬂ)
BET P s T eos BT cos & cos B ~ cosacos 3

Prawdziwe jest zatem twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Jezeli a i B sq takimi katami, ze cos ot # 0 i cos B # 0, to zachodza wzory:

sin(a+ )

cos @ cos 3’

sin(a—- )

cos o cos B’

(G)gat+tgf=

(6)tga—1g B=

Przykiad 1. Oblicz sin 75° +sin 15°.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru (1), otrzymujemy:

sin 75°+sin 15° = 2sin 750;150 - COS 7505150 =2sin45°-cos30° = 2-Q-§— %

Przyklad 2. SprowadZ wyrazenie sin & + cos & do postaci iloczynowe;j.
Rozwigzanie:

Poniewaz cos o = sin (90° — o), wigc:

a+9§°—a.c08a‘(9go_a):

sin o+ cos & = sin o+ sin (90° — o) = 2sin

=25in 45" cos(a-45")=2- % -cos (01— 45°)= /2 cos (- 45°).
Przyktad 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia cos 20° — cos 80° + cos 140°.
Rozwigzanie:

Stosujac wzoOr na sume cosinusOw, otrzymujemy:

08 20° = cos 80° + cos 140° = (cos 140° + cos 20°) —cos80° =

=2cos 1400; 20° cos 14002_ 20° _ cos 80° = 2cos 80° - cos 60° — cos 80° =

=2co0s80°: % —c0s80° =cos 80° — cos 80° =0.

Pytania i zadania

1. Podaj wzory na:

a) sin o+ sin f3; b) cos @+ cos f; ¢) sin ot —sin f;

d) cos o — cos f3; e)tga+tg fB; f) tg o —tg B.
2. Wyprowadz wzory na:

a) ctg o+ ctg S b) ctg ot —ctg .
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3. Przeksztafcanie wyrazen trygonometrycznych

3. Udowodnij, ze dla kazdego kata o:

a) sin(O(+ 60°) + sin(oc— 60°) =sin a; b) sin & — cos 0 = ﬁsin(a— 45°);

¢) sin 20° —sin 80° + sin 140° = 0; d) cos o+ cos (120° +a ) + cos (240° + o) = 0;

e) sin o +sin (120° + o) +sin (240° + & ) = 0.
4. Wykaz, ze dla dowolnych katow o i B zachodza zwiazki:
a) 2sin - cos B=sin(a—B) +sin(a+B);
b) 2cos - cos B=cos(a— ) +cos (o + B);
¢) 2sin o+ sin = cos(a— B) - cos (o + B).

5. Sprowadz do postaci iloczynowej wyrazenia:

a)l +sina; b) 1+ cos ¢)sin’ o —sin’ f3;
e)l —tgzo(; f)1 —ctgza; g)1+sin2o.
6. Sprowadz do postaci iloczynowej wyrazenia:
1 1 .
a)l —sina+coso; b)l+tgd+ 53a c)l+ctg0{+s.ma,
d)sina+tga; e) cos o +ctg A.

7". Oblicz warto$¢ wyrazenia, nie uzywajac tablic:

a)sin47°+sin61° —sin11° —sin 25° — cos 7% b) sin 122— - oS %;

C) cos 755 cos %57[, d) cos % + cos 35ﬁ,
e) cos 10° - cos 30° - cos 50° - cos 70% £) 16 -sin 10° - sin 30° - si

d) cos” ot — cos’ f3;

°-sin 70°.

8. Dlugosci a, b, ¢ bokow trojkata i miary przeciwleglych im katow odpowiednio , 3, ¥

spefniaja warunki a+btc’= (a+b+c) ¢’ sin o sin B= % Udowodnij, ze trojkat ten

jest rownoboczny.

3. Przeksztaicanie wyrazen trygonometrycznych

Przyjrzyjmy sie teraz rozmaitym przykladom zadan na przeksztafcanie wyrazen trygo-
nometrycznych, sprowadzanie ich do najprostszej postaci i obliczanie ich wartosci.

Przykiad 1. Oblicz sin x, wiedzac, ze tg% = %—

Rozwiazanie:
X

sinx:Sin2~%:2sin—§--cos

NSTR

1 Csin’X
sin”5 +cos™ 5

.X X X
(2sm§~c05§>.cos 5 ) Ztg%

. )
2% 4 cos’X )ocos?X g A+ 1
(sm 5 + cos 2) cos” 5 g 9

X X X

2siny -coss  2Sins - CoSH
_ 2 2 _ 2 2 _
= L =
2x

(Dzielenie licznika i mianownika przez cos’ byio mozliwe dzigki zalozeniu, Ze cos 5 7é 0).
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lll. Funkcje trygonometryczne

1
2tg & 25
sin x = 2 - 22 =

2x )
tg §+1 (1)
5] +1
2

Przyklad 2. Oblicz ctg o, jezeli wiesz, ze ctg (o —45°) = 2.

1_
S
4

4
=

Rozwigzanie:
ctgar-ctg45’+1 ctgo+1
ctgd5" —ctga  1—-ctgoa”

.. o +1
Z podanego zalozenia wynika, ze ?La— =2,astadctga= %

Ze wzoru na ctg (o — 8) mamy: ctg (ot — 45°) =

—ctgo
. . . . . sin20 cos &
Przyklad 3. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie T+cos2a T+cosa:
Rozwiazanie:
sin2Q _cosa _ 2sinQ-cosd cos o _
I+cos2a l1+cos@ | 42cos’ar—1 1+20052%—
in% . cos &
_2sina-cosQ cosC . sinQ _2sm2 oS3 _
- 2 ZQ - 2g - 2g -
2cos” o 2 cos ) 2 cos D) 2 cos )
sin%
= a:cz Jeshcosa7é01<:os # 0.
cos 5

Przykiad 4. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie:

sin(f-y) sin(y-a) sin(a-p)
cos B-cosy T Cosy cosa cos - cos B’

Rozwigzanie:

Korzystajac trzykrotnie ze wzoru na sinus réznicy argumentow, otrzymujemy:

sin(-7) N sin(y - o) N sin(a=B)  sinfB-cosy —siny- cosﬁ

cos B-cosy  COSY COSU ~ cosa-cos B cos B-cosy
+Sin}/-cosa—sina~cos}/+sma‘cosﬂ—smﬁ‘cosocﬁ
Cosy-cosa cosa - cos B

_sinfB-cosy  siny-cos B siny-coso sina~cosy+sinoc~cosﬁ
cos B-cosy cosfB-cosy COSY-coSA  COSY-COSU " cos- cos B

sinB-cosa _sinf8 siny  siny sina  sina sinf3
cosa-cos 3 cosfB COSY S cosy cosd L COSQ cos B

jezelicos o - cos B+ cosy # 0.

1 +sinx—cosx

Przyklad 5. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie [ Tsina T cosa

Rozwigzanie:

(1= 20 (04 a
1+sina—cosoc_(I_COSO‘)"'SinO‘_[l (l 2sin” 2) +251n20052 )
l+sina+cosa ino -

st cos (1+cosoc)+sma 1+<2c052%—1) +2sin%cosg
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3. Przeksztafcanie wyrazen trygonometrycznych

N0 4 0 4 o
2sin2%+2sin%cos% 251“‘2“(““7"'“”7) sin% e
= 2a N a a: = a: g—’
2cos™ 5 +2sin 5 cos 5 2cos%<sin%+cos%> cos 5 2

jesli cos 5 7£() 1 sin % # cosg

Przyklad 6 Wladomo ze sin o+ sin B= A, cos &t + cos = B. Wyznacz:

a) cos (o= B); b)sin(o+B); c) cos(a+B); d)sin(a—p).

Rozwigzanie:

Podnoszac do kwadratu obie strony podanych w zalozeniu rownosci, otrzymujemy
zwiazki:

(1)sin’a+sin’ B+ 2sina - sin B= A,

(2) cos” o+ cos’B+ 2 cos - cos B= B’.

Mnozac za$ stronami, otrzymujemy rownosc:

(3)sin(a+fB)+sin(o+ ) cos(o—B)=AB.

Po dodaniu rownosci (1) 1 (2) stronami mamy rOwnosc:

(sin2a+ cos2a> + <sin2ﬁ+ coszﬁ) +2(cos o cos B+ sin o sin B) = A’+ B’ skad:

1+1+2cos(a— )= A’+ B’ i ostatecznie rownosé:

2 2

a)cos(a~ﬁ):A%B—1.

Po podstawieniu jej do rownosci (3) otrzymujemy:

b) sin (a+ ) = AZﬁg

Poniewaz sinz(a+ B)+ cosz<oc+ B) =1, wigc:

2 2 2

2
2 .2 2AB A -B
cos (a+p)=1-sin(a+p)=1- >= , skad:
(a+h) (a+p) (A2+B2 (A2+Bz> ¢

2 2
c)‘cos(OHﬁ)‘ = %

Takze sinz(a—ﬂ) + cosz(oc—ﬁ) = 1, zatem:

.2 _ 2 (A B L\

sin“(o=fB)=1-cos (a—p)=1 ( 5 1>—
2

:1-(&#) +<A2+Bz)_ | =<A2+Bz)_ (A2+BZ)2 i <A2+Bz>(4_A2—BZ)

d)[sin (o= B)| =5 (44 B*)(4 - A"~ B*).
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(n—l)ﬂ

27

Przykiad 7. Oblicz sume ctg W + ctg S- +ctg =5 3T+ ctg ——— dla danej liczby cal-
kowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:

Oznaczmy t¢ sume przez S i zapiszmy ja dwojako:

n—1)7
S= ctg—,;#—ctgz,gI +ctg3,3I .+ctg¥

oraz

-1 -2
S:ctg(n n>ﬂ+ctg(n 7 )ﬂ+ +ctg—2-7£+ctgn

Wowczas:

28= ctg%+ctgw ctg n M +...+ ctg(n_Tl)nJrctg%.

Zauwazmy, ze suma sktadnikow w kazdym z nawiaso6w kwadratowych wynosi 0, gdy bo-

wiem do wzoru:

sin(a+ )

. _ . . . . kT .. .
ctga+ctg B SnasnB B podstawimy w miejsce o liczbe 7=, a w miejsce 3 liczbe
n=k)n k) ,dlak=1,2,3,...,n— 1, otrzymamy:

sin|kx , (n=k)m
kTt (n—k)m _ Tt 7 N sin 70 _
ctg 55— +ctg 7 = (n—k)ﬂ_ (n_k)n_o.
sin an ssin =5~ sin kl sin -~

Stad 2S5 =0, czyli S = 0.

Przykiad 8. Wyznacz sume:

S=sino+sin2a+sin 30+ ... +sin k@, gdzie k jest dang liczba catkowitg dodatnig.

Rozwiazanie:

90

Jezelia = n -7, gdzien € C, to kazdy Skladnik podanej sumy jest rowny 0, wigc rowniez S = 0.
Niech zatem o # n7t. Wowczas sin = # 0.

Przeksztal¢my teraz wyrazenie 2sin ¢ 5 S. Korzystajac ze wzorow:

() 2sin x-sin y = cos (x —y) = cos (x +y),

Xt - :
(**)cosx—COSyzzsmxzy sin 2= 7 otrzymujemy:

251n7 S=2sin-sin 5 ) +2sm.20( smj+251n30( sm%+

+...+2Sin(k—1)0('811’1%4‘2811’1kO('Sin%(i)COS%—COS%O(-i-
2k—-3)a 2k—1)a
+COS%O(—COS%O(-FCOS%O(—COS%O(-F...+COS%—COS<%+
2k—-1)a 2k+1)a 2k+ 1) (4 k+1)x
+cos( 5 ) —cos( 5 ) =COS%—COS¥"(;)ZSin(A—2—L'SinTa,
k+1
i O (kDo kg Sm(z) Smkza
czyh:2sm7~S:2smT-smT,stdS: —a .
Sin 2



3. Przeksztafcanie wyrazen trygonometrycznych

0,gdya=nmn
. k+1)a
Odpowiedz: S =1 sin (—~7L -sin kTO(
— ,egdyoa#nminecC.
smj

Pytania i zadania

1. Sprowadz do postaci iloczynowej wyrazenia:
a) sinz(OhL B)- sinz(a— B); b) cosz(oc— B)- cosz(a+ B);

o tg’a—tg’ B d) ctg’ o —ctg’ B.
2. Oblicz bez uzycia tablic:

) sin 10° - cos 20° + cos 10° - sin 20°. ) sin 9° - cos 39° — cos 9° - sin 39° |

cos19° cos11°—sin19°-sin11°’ COS%_COS%Hm%ﬁ.Sm%’

o

o) cos29°-cos16° —sin29° -sin 16°.
sin 29° - cos 16° +sin 16° - cos 29’

3. Oblicz:

) sin15° + cos 15°
tg15° +ctgl5””

a) sin o, tg &, ctg a, jesli cos a:——g- i o€ (180%270%);

b) sin 201, cos 20, tg 2, ctg 20, jesli cos @ = 7 i o€ (0%90°)

¢) sin %, cos %, tg %, jeslitg o = ;74— i ore(180°270°).

4. Oblicz cos x, jesli ctg% =2.

5. Oblicz sin% i cos %, jeslisin x = %— i xe(0;m).

6. Wyznacz wartoS¢ sumy:
a)sin @ +sin (120° +a ) +sin (240° + a );
b) cos o+ cos (120° +a ) + cos (240° + ).

7. Oblicz(1 +tga)(1+tgB) i (1 —ctga)(1-ctg B), wiedzac, ze a, B € (0790°)
ia+ =45

8. Udowodnij, ze jezelia, B € (0%90°) i a— =45, to % =ctg

1 +ctgo
T ctea =ctg B.

6sina+5cosa _
4sin 0+ cos

9. Oblicz cos 2, wiedzac, ze

10". Wyznacz sumy:
a)sina-sin(B—7y)+sinB-sin(y - o) +siny-sin(a- ),
b)cosa-sin( -y ) +cos B-sin(y — o) +cosy -sin(a- ),

(240° + @ );

240° + ).

c) cos” o+ cos”(120° + &) + cos’(
4
(

d) cos’ o+ cos'(120° + ) + cos
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IIl. Funkcije trygonometryczne

117", Przedstaw w najprostszej postaci sumy:
a)cos o+ cos 20+ cos 30+ ... + cos ks

b) sin 1 sin 1 sin 1 sin 1 .
cosO-cosl cosl-cos2  cos2-cos3 cos(n—l)cosn’

c)tgl-tg2+tg2 tg3+...+tg(n—1) tgn

1 1 1 L
) sn2e T snda Tsmsa T T sn g

12". Zapisz w najprostszej postaci iloczyn (2" -sin %) : (cos % © COS % * COS % “... COS % )
137", Miary katoéw a, B, y trojkata spelniaja warunek:
sin”or+sin’ B - cos (o= pB)cosy - cos’y = %

Wyznacz miare kata y.

4. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

Dowodzeniem tozsamosci trygonometrycznych zajmowaliSmy si¢ juz w klasie pierwsze;.
Przypomnijmy, ze aby udowodnic¢ tozsamos¢, nalezy:
1. przeksztalcac jedng z jej stron az do uzyskania postaci, ktora ma druga strona, albo:
2. przeksztalcac jej obie strony az do uzyskania przez nie tej samej postaci.
Przykiad 1. Udowodnij, ze jezeli cos a + cos B # 0, to:

(1)

sina+sinfB  a+f
cosa+cos B 2
sin ot —sin B —tva_ﬁ
cosO(Jrcos,B_é 2

()

Rozwiazanie:
Korzystajac ze znanych nam wzordéw na sumy i roznice funkcji trygonometrycznych,
otrzymujemy:

o+ B a-B . a+p
) sina+sin B 2sin—57-cos 5 sin—y . a+pf
cost+cos B a+f a-B  oa+f B 27
2 cos 5 COS Ty oS

. o— o+ . a—
sina—sinﬁ_zsm 2ﬁ-cos p sin p

2
= = :t
cos a+ cos f3 2coqa+ﬁ‘cosa_ﬁ Cosa—ﬁ €72
2 2

()

Przyklad 2. Wykaz, ze jezeli cos & + cos 30+ cos 5S¢+ cos 7ot # 0,

sin@+sin3a+sin5a+sin7a
cos+cos3o+cosSa+cosTo

Rozwiazanie:
sin+sin 7= 2sin 40, - cos 3¢,
sin3a+sin5a=2sin4a - cos A,

to =tg4ao.
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4. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

cos+cos7a=2cos4q - cos 3,
cos3a+cosS5a=2cos4q-cos.

sin 0+ sin 3+ sin 5o+ sin 7o 2sin4a(cosa+cos3a)  gin4q

Stad: cos 0+ cos3a+cos S0+ cos7A 2 cos 4a(cosa+ cos 30() “cosda 8 aa.
Przyklad 3. Udowodnij, ze:
o, o o_\_2cosa—1
tg<30 +7>~tg<30 _7>_ 2cosa+ 1
Rozwiazanie:
Sposob pierwszy.
in &
1, sin 5
o tg30°+tg% /3 cos% cos%+ 3sin%
tg<30°+7): 7 = —F = @ & | podobnie:
1—tg30°~tg7 | siny ﬂcosj—sm >
/3 cos%

a
{ 30°—1)= 2
g( 2 ﬁcosg+sin%

Wobec tego:
o A i X (04 -
cos ¢+ /3sin% cosS - /3sind
(30 +9) (30 -§ )= =2 2.2 2 -

%—sin% 3cos%+sin% -

- /3 cos

) cosz% _ 3sin2% ) 2(0052% —sin2%> - (sinz% +cos2%> )
3cos ¥ —gin Y 200 _ L2 eyl 2o\
2 2 2cos2 sin”5 |+ sin"5 +cos” 5
(04
:2c052-2 _1:2cos0(—1
2cos2-%+1 2cosa+ 1
Sposob drugi.
2Sm(a+60°)sm<-a+60°>
2cosa—1_cosor—cos60° _ 2

o, . O
:tg<30 +'2*)tg<30 —7>

2cos0+ 1 cosor+cos60° o +60° -0 +60°
2 cos 3 cos )

Przyktad 4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n i dla kazdego kata & zachodzi row-

no$¢: sin (o +n-180°)- cos(n-180°—a)= %sin 20

Rozwigzanie:
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdych x 1 y zachodzi rownosS¢ 2 sin x - cos y = sin (x - y) +
+sin (x +y). Podstawiajac do niej x = o+ n - 180°, y=n- 180° - o, otrzymujemy:
2sin(ot+n-180)cos(n-180° — ) =sin[(oc+n~ 180°) —(n - 180° —O()] +
+sin [(O(+ n-180°)+(n-180° — O()] =sin 20+ sin (2n-180°) = sin 2+ 0 =sin 2a.
Stad juz wynika dowodzona tozsamosc.
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lll. Funkcije trygonometryczne

Przykdad 5°. Udowodnij, ze jezeli o # (2k+1)- %, B#(21+ 1) 5V # (2m+ 1) oraz
a+PB+y=nm gdziek,,mne C,totga+tg B+tgy=tgo-tg B-tgy.
Rozwigzanie:

Poniewaz a+ 3+ 7y =n- 7, gdzie n € C, wicca+ 3=nT— Y. Zatem:
(Vie(at B)=te(nm=7)=te(~Y)==te7. (=)te(a+p)-pEactly
Z rOéwnosci () 1 (#x) otrzymujemy wigc rOwnos¢ —tgy = lt_gf; O(t% p B z ktorej wyni-
kaja kolejno zwiazki:
—tgy(l-tga-tgf)=tga+tgf, —tgy+tga-tgf tgy=tga+tgf
i ostatecznie dowodzona tozsamos$é: tg @ +tg B+tgy =tga-tg B-tgy.
Przyklad 6. Udowodnij, ze jezeli a + 8 # kT, gdzie k € C orazsin &+ sin 8= 2sin (a+ f3),

a 1
totgj-tg§=§.

Rozwigzanie:

Podana w zatozeniu rownos¢ jest rownowazna rownosci:

oa+p oa-p +ﬂ.cosa+ﬁ

2sin 5 COS—5— = 4 sin 5 5 ktora po podzieleniu jej obu stron przez

+ + +
2sin 2ﬁ(oczywiécie gdya+ B#km, toazﬁyék'l,wif;csinazﬂ;éO) prowadzi
- a+
do rownosci (=) cos ﬂ 2 cos 2[3 .
B a B
sin5 -sin’y  2sin % -sin 5
Zatem tg%~tg§ 2 2ﬁ— 2 Zﬁ:
cos 5 - cosj 2c S5 1CoS 5
a- a+ a+ +
~ cos 2'B—cos« Q—p(*)z cos ﬂ — Cos P cosaz’B I g
- a+ +B 3 EY?
cos 2ﬁ+cos zﬁ 2c ﬁ+c 0s 2ﬂ 3cosa2ﬁ
+p L
cos — # 0 przy zalozeniu, ze ot + 3 # k Tt.
Pytania i zadania
1. Wykaz tozsamosci:
a)sin4a—cos4a:251n2a—1; b)tga-sin2a:251n2a;
) S sin I _ g 4g d)tg(45°+a)-tg (45 —a) =
e Sin—sin 30 _ . 2sin—sin2a _ . 2Q
QjcosfﬁO(—cosO(_Ctgzo(’ )2sina+sin2a*tg 2"

2. Udowodnij, ze:

cosa—cos B PB-o cos(o—B)+cos(a+pB) ‘
2) sino+sin 8 ° 2 b) Sin(a—ﬂ)+sin((x+ﬁ)_dga’

—~
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5. Réwnania i nieréownosci trygonometryczne

tg’(45°+or)— 1 2a ) L1 2cos(a-f) sinz(a—ﬁ>
=sin2q; - — . = .
tg2(45°+a)+1 sin“a  sin’ sina-sinfB sin’a-sin’B
2 2
3. Udowodnij, ze jezeli cos ot + cos 8= A orazsin a — sin =B, tocos (0= f3) = 22_22.
+

4. Wykaz tozsamosci:

_ cosQ—cos3a. _cos2a—cos4a
a) 20 =G 3g = sina b)tg3e= G da=sin2a"
5. Udowodnij, ze:
) cos20 _l—-tga b) cos’ o — cos 3t sin3a+sin3a:3
I+sin2a 1+tga’ cos o sin o )
6. Wykaz, ze jezelia+ B+ v = 180°, to:
a)sina+sinﬁ+sin}/=4cos%~-cosg-cos%;
o B .Y

b) cosa+cos f+cosy =1+4sin5 -sin5-sin5.
7", Liczby rzeczywiste a, o, 3, Y spelniaja rownosci:
cos 0+ cos B+cosy sina+sin B+siny
cos(a+B+y)  sin(a+B+y) -
Udowodnij, ze cos (ot + ) +cos(B+7y) +cos(y +a)=a
isin(a+ﬁ)+sin(ﬂ+'}/)+sin(7+0()=0.

8. Udowodnij ponizsze twierdzenie, zwane twierdzeniem tangensow:

W kazdym trojkacie roznica dtugosci dwoch bokow ma sie do sumy ich dtugosci tak, jak

tangens potowy roznicy przeciwleglych im katéw do tangensa potowy sumy tych kgtow.
9'. Udowodnij, ze jezeli a # k7, B# I 7,y # mT, gdzie k, I, m € C oraz

oa+p+y=(2k+ 1).% to:

a)ctga+ctg BHctgy =ctga-ctg B-ctgy;

b)ytga-tg B+tg B-tgy +tgy tga=1

5. Rownania i nieréwnosci trygonometryczne

Zastosujmy poznane wzory do rozwigzywania rownan i nierownosci trygonometrycznych.
Przykiad 1. Rozwiaz roGwnanie sin x + cos x = 1.
Rozwiazanie:

Poniewaz sin x + cos x = sin x + sin(

S

—x>:251n%cos<x %) ﬁcos(x—%),
i SN

w1e;csmx+cosx—1@ﬁcos< —%)— 1 @cos(x~—>: f
T
2

pI

@X—%:—%-FZICT[ Vv X—g= Z+2k7t<:»x 2k V x =

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg liczby: x, = 2k T, x, = % + 2k, gdzie k € C.

+ 2k, gdzie k € C.
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lll. Funkcije trygonometryczne

Przyklad 2. Rozwiaz rownanie cos x — sin x + sin 2x = 1 w przedziale <O;27I> .

Rozwiazanie:
Rownanie to jest rownowazne kolejno rownaniom:

(1=sin2x)+(sinx—cosx)=0,

sin”x — 2 sinx cosx + cos” x>+(sinx—cosx)=O,

2
(sinx—cosx) + (sinx—cos x) =0,
(sm X = cos x)(sin x —cos x + 1) = 0, ostatnie za§ rOwnanie jest rownowazne alternaty-

wie rownan: sin x —cos x =0 lub sin x —cos x =—1.
Zauwazmy, ze gdy x € <O; 271>, to:

1. sinx—cosx=0esinx=cosx etgx=1 @x:% lub x:%%, natomiast:

2. sinx—cosx=-1 c»sinx—sin(%—x)z—l o

x—(2_« x+ (L«
2si 2 2 =] & 2si X LA
= Sin 2 - COS 2 =—] sm(x—z>~cosz—— =4

1 T _ T T
4:»25m(x—£) ———l@sm<x—~>— —= G =—" lub
/2 NER
x—%z%ﬂ lub x—%:%n@xzo lub XZ%TE lub x =27t
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danego rownania w przedziale <O; 27[) jest:

{o . %ﬂ,gﬂZn}

Przyklad 3. Rozwiaz rownanie tg x — tg (x - %) = /3w przedziale <0; 27I>.

Rozwiazanie:
Z okreslenia tangensa wynika, ze dane réwnanie ma w przedziale <O; 27I> sens, gdy

& {g, —g—n 3n 11 ﬂ}. Dla takich x jest ono wowczas rownowazne kolejno rownaniom:

26
) sin(x—%) sinx-cos(x—%)—sin(x—%)-cosx
sin x
cosx P :\/37 - :x/g,
cos|x—% COS X - COS| X — &
(+-3) (+3)
. _ _£>>
sinfx—{x n
( ( 3 :/* n3 \/3 :/g
cosx-cos|x—Z cosx-cos|x—Z 2cosx-cos|x—L
3 3 3
2cosx'cos(x—%>:1, cos x—(x—%) + cos x+(x—%> =1,

a

W[

1, %+cos<2x—§>= 1, cos(Zx—%)z%;

)

cos% +cos{2x—
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5. Rdwnania i nierownosci trygonometryczne

a

zas cos<2x— —> =

3
2x—Z-Ug o T b x=m, lub x=2 7, lub x= 27
373 3 3

e2x-F=2 b 2x—%=%n, lub 2x—%:%n, lub

N[—

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego roéwnania w przedziale <O; 271> sq liczby: x, = %, X, =T,

x;%n,x4:2n.

Przyklad 4. Rozwiaz rownanie Eﬁll_x — ﬁ =2 /5 w przedziale <—7I; 7I>.
Rozwigzanie:

NaleZy najpierw zalozy¢, ze sin x # 0 i cos x # 0, co w podanym przedziale zachodzi, gdy
xEk & gd21ek€{ 2,-1,0,1,2}

Wowczas dla takich x podane réwnanie jest rownowazne kolejno rownaniom:

X —sin
%—Qﬁ cos x—sinx=,/2-2sinx-cosx, cosx—sinx=,/2sin2x.

Zauwazmy teraz, ze ostat- .
— Sinx

nie z tych rownaf nie zachodzi Y — cosx
— sin2x
w przedzialach: (—n; —% n), 1 .
} - , /\/
(—7; O>, (Z; ~2-), w ktoérych . ;
4

|
YRS}
|
ISE)
| Q
—
LR
SIE]
<
S|
3y
><V

obie strony tego rownania
przybieraja wartoSci przeciw-
nych znakow (ryc. 3.6). Jest
ono wigec w przedzialach:

Ryc. 3.6.
<—%n;—%),(O;%>i<%;n)réwnowaZnekolejnoréwnaniom:(cosx—sin x)2:</§ sin Zx)z,
cos x — 2 cos x sin x +sin” x = 2sin22x, 1-sin2x= 2sin22x, 2sin’2x+sin2x—1= 0,
2(sin 2x + 1)(sin 2x—%)=0.

Z kolei rébwnanie 2(sin 2x+ 1)(sm 2x— —) 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
sin2x=—1 lub sin2x =

1
2
Tymczasem, jesli x € < %n; - %—) U (O; %> U (l; n), to:

1.sin 2x =—1 @2x:%n@x:%ﬁ;

2.sin2x:% o 2x=—%7[lub2x=% @XZ—%nlubx:%.

Zatem:
Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg w przedziale <—7I; 7[} liczby: x,=— T% T,
BT
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lll. Funkcije trygonometryczne

Uwaga. Rownanie cos x — sin x = /2 sin 2x mozna rozwigza¢ krocej, gdy zauwazy, ze jest
ono réwnowazne kolejno rownaniom:

—}E(cosx—sin x)=sin2x, \—}Ecosx—sinx-%:sinbc,

sin%-cosx—sinx-cos%=sin2x, sin(%—x)zsinbc,
Dalej mamy: sin(%—x)zsirﬂx:» 2x:<%—x>+2kn lub 2x=<%n+x>+2kﬂ@
»3x=T 42k lub x= 3+ 2hT e x =15+ 37, lub x= 37+ 2k, gdzie k€ C.

Uwzgledniajac podany przedzial, otrzymujemy rozwigzania podane wezesniej w odpowiedzi.

. . +
Przykiad 5. Rozwiaz rOwnanie f3_tg_x =1
1-/3tgx

Rozwigzanie:
Roéwnanie to ma sens dla takich x, ze: 1 — /3 tg x # 0, czylitg x # —}g, awiec x # lg— + kT,

gdzie k € C.
Wowczas na mocy wzoru na tg (O( + ,B):

T
/3 +tgx _1 tg 3 Higx

zlﬁtg<£+x>=l,zaé

=le
1-/3tgx 1—tgﬂ—tgx 3

Odpowiedz: Rozwiazaniami danego rownania sg liczby postaci: x = —% + k7, gdzie k € C.

Przykiad 6. Rozwiaz rOwnanie ‘cos4 x—sin’ x\ = %
Rozwigzanie:
Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza rownoSci:

cos'x—sin'x= (coszx + sin2x>(coszx - sinzx) =1-cos2x = cos 2x, wigc:
cos’ x — sin4x\ = —\1[—2 & |cos 2x| = % &
@cos2x:——}2— lub cost:% =

@Zx:i%n+2k7£ b 2x=% % + 247

@x:i%n+kﬂt lub x=i%+kn,gdziekeC.

Odpowiedz: Rozwiazaniami danego rownania sa liczby: x, z—% n+kT, x, :—% + kI,

X,= %— + kL, x4=%7t+ kT, gdzie k € C.
Przykiad 7°. Rozwiaz réwnanie:

. .2 .3 o
1 —sinx+sin x—sin x+...+(=1) sin"x+... |_cos2x

. .2 .3 . - .
1+sinx+sin x+sin x+...+sin" x+ ... 1 +cos2x
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5. Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Rozwiazanie:

Po lewej stronie tego rownania mamy utamek, w ktorego liczniku i mianowniku wyste-
puja sumy szeregbw geometrycznych o ilorazach odpowiednio ¢,=-sinx i ¢,=sin x.
Przy zalozeniu, ze ‘sin x| < 1, sumy te wynosza odpowiednio:

S S
1 +sinx’
S
l—sinx-
Poniewaz: [sin x| < 1 & [sinx|# 1 & sin’x#1 & 2sin°x#2 & —2sin x #-2 =

. . 2 .3 no,
1 —sin x + sin”x — sin x+...+(—1) sin"x+ ...

. .2 .3 .
l+sinx+sin x+sin x+ ... +sin"x+ ...

e 1-2sin"x#-1 o cos2x#—1 o cos2x+ 1 £ 0, wiec dla tych x, dla ktorych [sin x‘ <1
rozwigzywane rownanie jest rownowazne kolejno réwnaniom:

1
l+sinx _ 1—cos2x
1 14+cos2x’
I =sinx

l—sinx _1—-cos2x
l+sinx 1+cos2x’

l_s.mle—(l—2sin2x)
I+ sin x 1+<2coszx—1)’

. .2
1 —sinx _ sin” x
. = 5=,
1 +sinx cos’ x

l—sinx _ sin” x
I +sinx (1+sinx)(l—sinx)’
(1 —sinx)zzsinzx,

. .2 .2
1 —2sin x + sin"x = sin x,

Sinx:%,zaésinx:%—@xz%JerﬂI lub x=%7[+2kn,gdziekeC,

sinxz% @x:(—l)n-%+nn, gdzien € C.
Odpowiedz: Rozwigzaniami podanego réwnania sa liczby: x = (—1)”~ % +nm, gdzien € C.
Przyklad 8. Rozwiaz nieréwnosé sin x — /3 cos x > 1w przedziale <O; 27t>.
Rozwiazanie:

Nierownos¢ ta jest rownowazna kolejno nieréwnosciom: sin x - 5~y Cosx> 5,

inx-cos & —qin k. 1
Sin x - cos 3 Sin 3 COS X > ok Yll y=sinx
sin(x—%t-)>%. / -é—c/\
Przygladajac si¢ wykresowi funkcji Oz =z 2 T 3n n X
S(x)=sinx dla xe(0;27) (ryc. 3.7), -1
5 Ryc. 3.7.

. .. 1 T
stwierdzamy, ze sin x > > dla G <X<gT
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lll. Funkcije trygonometryczne

. - 19 W S| SN | ] .7 3 T 1
Zdtem.sm<x 3>>2<:» 6 <X—3<gNe7g +3 <x<gntF e s <x<eT
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierownosci jest przedziat %; % n).
Przyklad 9. Rozwiaz nierdwnoS¢ ctg 2x —tg 2x < % w przedziale (O; %) .

Rozwigzanie:
Dana nieréwno$¢ ma w wymienionym przedziale sens, gdy x # %, wtedy bowiem (i tyl-
ko wtedy) cos 2x # 0 1 sin 2x # 0. Poniewaz jednoczesnie:

cos2x _sin2x _
sin2x cos2x

ctg2x—tg2x= Y

y=ctgdx
2 .2
_cos 2x—sin 2x _ _ cosdx  _
sin2x-cos2x sin 2x cos 2x

_ 2cosdx  _2cosdx _ . .. 1 L !
“2sin2xcos2x  sin4dx =2 ctgdx, wige: . S . .

Sla

2 2 1
cto2x—te2x< = o 2ctgdx < = e ctgdx < —=.
g g B@ ctg /§=> gdx ﬁ

E]
I )
N
ERRRNT

7 wykresu funkcji y = ctg4x dlax € <O; %)

(ryc. 3.8) odczytujemy, ze:

1 T .T . T Ryc. 3.8.
ctg4x<ﬁ@x€<1—2—,4)u<3,2>.

T.T

>U<~3—,2>

NS

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan podanej nier6wnosci jest <%,

i

Ce . . ,, 3 3 .
Przykiad 10. Rozwigz nierOwnosC sin” x - Cos X — COS X - SIn X = —
Rozwiazanie:
Nierowno$¢ ta jest rownowazna kolejno nierownosciom:
. .2 2 1
SIn X - CoS X |sin X —COoS X >_Z’
. 2 .2 1
—SINnX-CosXx|{cos x—sin X >—Z,
. 1
—sinx-cosx-cos2x = I
48inx-cosx-cos2x < 1,
2-2sinx-cosx-cos2x <1,
2sin2x-cos2x < 1,

sindx < L

Poniewaz ostatnia z nich zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x (co wynika z wlasno-
$ci sinusa), wige dana nierownosé, jako jej rownowazna, takze spetniona jest przez kazda
liczbe rzeczywista x.
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan podanej nierownosci jest zbior R wszystkich liczb rzeczy-
wistych (jest ona tozsamo$ciowa w tym zbiorze).
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5. Rownania i nierownosci trygonometryczne

Przykiad 11°. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x z przedziatu (O; %) zachodzi

nierownos¢ sin 2x + cos x > 1.

Rozwiazanie:
Dana nieréwnos¢ jest rownowazna kolejno nieréwnosciom:
2sinx-cosx>1—cosx,

2sinx~cosx>l—<1—2sin2%>,

. )
2 sin x - cos x > 2 sin —922,

2sin2% ol
2 cos x > R (bosinx>0dlax€<0;—>),
2811’12%
2 cos x>

X X
2s8in 7 - CcOS 7
2 2

2cosx>tg %
Poniewaz dla xe& (O; %) zachodza nieréwnosci: 2 cos x> 2 cos % =1, za$

tg % <tg % = v% < 1, wigc nierdwnos¢ 2 cos x > tg % jest prawdziwa dla kazdego x € ( 0; %)
Zatem rOwnowazna jej nierownoSc sin 2x + cos x > 1 tez zachodzi dla kazdej liczby rzeczy-
wistej o € (O; %)

Przyklad 12°. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x # (2k + 1)%, gdzie k € C, zacho-

dzi nieréownosé ‘M‘ > 4.
COS X

Rozwiazanie:
cos2x+3 2cos’x—1+3 2cos x+2 cos’x +1
Tcosx |Z4e|T cosx >4@~|—‘>4©|—~|—>2@
cos X COS X

2
2
& cos x+ 1> 2|cos x| & (|cos x| - 1) > 0.
Ostatnia nierOwnoS¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x, wigc nierownosé

dana w zadaniu, jako jej rownowazna dla x # (2k + 1)%, jest takze prawdziwa.

Pytania i zadania \"%&
1. Rozwiaz rébwnania:

a)sin x —cos x = [; b)sinx+sin2x=1; c)cosx+cos2x=—1;

d) sin 3x +sin x = cos 3x + cos x; ) sin 3x — sin x = sin 2 x; f) sin’ x + cos’ x = L.

2. Rozwigz rébwnania:
a) /3 sin x+ cos x = /2; b)2cosx—sinx=1; c) tgx+cosxzc—ols—,7—sinx;

d)tgx+tg2x=tg3x; e)tgx-tg3x=1 f) 1+ cos2x=2sin x.
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Il. Funkcje trygonometryczne

3. Rozwiaz rOwnania:

.4 4 .4 4 3
a)sin - x + cos XZ%; b) sin x —cos x == "5
. cos 2x T
+ = 0 . — —_ = :2'
¢) sin x + cos x T—snox d)tg x tg( 1 ) ;
.3 3 . .3 3 .
e)sin” x + cos” x = sin x; f) sin” x — cos” x = sin x.

4. Rozwiaz rownania:

a) COoS3X—COSX _ /g;

4 .4 .
- . = b)cos x—sin x =sin2x;
sin 3x +sin x

¢)2sin’4x=3-2sin’2x; g 3ctex—1_

ctgx+/3
5. Rozwiaz nierdwnosci:
a) cos 2x + cos x > 0; b) /3 sin2x+cos2x < [;
¢)cos3x+/3sin3x<—/2; d) sin 3x > cos 3x;
cos’ 2x > 3tg x; f) sin x + cos x > /2 cos 2x.
cos” X

6. Rozwiaz nierownosci:
i - .3 .2 .
a)w ; b)sin x—4sin"x—sinx +4 > 0;
sin 3x + cos3x
) cos2x

2
c)cosdx+2cos x=1; -
) - cosx+sinx

sin X — cos X

. <L
sin x + cos x

7°. Udowodnij, ze jezeli k70 < x < & + k7, gdzie k € C, to

8". Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza nieréwnosci:
-4 <cos2x+3sinx < %
9". Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
nieréwnos$¢ [sin nx| < n|sin x|
10"". Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y oraz dowolnej liczby natural-
nej n prawdziwa jest nierownos¢ (cos nx—cosny|< nz‘cos X — COS y\.

11°. Wyznacz ~ wszystkie ~ wartoS§ci  parametru g, dla  ktorych  rownanie

tg3 x+1=a (tgzx +1tg x) ma w przedziale (—%; %) dwa rozwigzania.

12". Dla jakich wartosci a i b rownanie cos’x+acosx+b=0maw przedziale <—JI; n) trzy
rozwigzania?

13. Dla jakich wartosci a uktad rownan S X-SIMY =7 ma rozwigzanie?
cosx-cosy=da
14". Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] x zachodzi nierOwnos¢
sinx—1 ,1_2-sinx

- + = = T .
sinx—2 27 3-sinx
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IV. Elementy analizy matematycznej

1. Granica funkcji w punkcie

Omawiajac w klasie drugiej granice ciagu nieskonczonego, postugiwaliSmy si¢ terminem:
otoczenie punktu na osi liczbowej. Przypomnijmy teraz to pojecie, gdyz bedzie ono nam po-
trzebne w dalszym toku nauki o granicy funkcji. Dodajmy jednocze$nie, ze funkcje, o kto-
rych bedzie mowa, zawsze okreSlone beda na przedziale badz na sumie przedziatow.

Otoczeniem U ( X, € ) punktu x, 0 promieniu € > 0 na osi liczbowej nazywamy przedziat
(XO— £ x,+ 6) (ryc. 4.1).

Ulxy, €) = (x—€;x,+€)

'
——

+ &

X,— & XU XU

Ryc. 4.1.
Na przyktad:
— otoczeniem liczby 1 0 promieniu 3 jest przedziat (—2;4),

— otoczeniem liczby —2 o promieniu 2 jest przedzial (—4;0),
- otoczeniem liczby 0 0 promieniu %jest przedziat (— %; %)

Zatem liczba rzeczywista a nalezy do otoczenia U (xo ; 8), gdy: x,— €<a<x,+ &, czyli
gdy—€<a—x <&, awigc, gdy‘a —x()‘ <E.

Jesli z otoczenia U ( X, 6) usuniemy punkt x , otrzymamy zbior (x 0~ & xo) U ( X5 X, + 8),
ktory oznaczaé bedziemy symbolem S ( X5 8). Zbior ten nazywamy sasiedztwem punktu x,,
o promieniu € (ryc. 4.2).

M (xU; £€)

i i 1
!

- € X, X, + €

0
Ryc. 4.2.

0

Przedziat (x() - & xo) nazywamy sasiedztwem lewostronnym, a przedziat (x() X+ 8)
— sasiedztwem prawostronnym punktu x o promieniu € > 0. Przedzialy te oznaczac bedzie-

my symbolami — odpowiednio: Sf(x0 ; 8) i S+<x0 ; 8) (ryc. 4.3).

S (p€) STy 8)

1 1 '
'

Xy~ € X Xy + £

Ryc. 4.3.

Do sasiedztwa S ( x();e) nalezg wiec wszystkie punkty z otoczenia U (XO;S), z wyjatkiem
punktu x .
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IV. Elementy analizy matematycznej

Niech f bedzie funkcja okreSlong w pewnym sasiedztwie S danego punktu x . W samym
punkcie x, moze ona by¢ nieokreSlona.

Liczbe g nazywamy granica funkcji f w punkcie x , gdy dla kazdego ciagu (xn) liczb z sa-
siedztwa S, zbieznego do x , cigg (f (x”))wartoéci funkcji f dla ciagu (xn ) jest zbiezny do g.

Fakt, Ze g jest granicg funkcji f w punkcie x, zapisujemy symbolicznie: lim f ( ) =g

lub f(x) F g 4
Te definicje granicy funkcji nazywamy definicja Heinego. Zgodnie z nia, aby wyznaczy¢
granice funkcji w danym punkcie x, nalezy:

— stwierdzic, ze funkcja ta jest okreslona co najmniej w jakims sasiedztwie S tego punktu,

— obliczy¢ granicg ciagu (f (x” )), czyli iarrolc f (xn ), dla dowolnego ciggu (x,) o wyrazach z sg-
siedztwa S 1 zbieznego do x,.

Wowczas lim f(x)=lim f(x,).

Przykiad 1. Oblicz lim ~—1,
-1 x—1 Y
Rozwiazanie: 1

2
Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 9; — 1] jest okreslo-

o

—_

—
\‘
!

na dla kazdego x # 1, a wiec w kazdym sasiedztwie
punktu x = 1, natomiast nie jest okreslona dla punktu
x,= 1 (ryc. 4.4). L] =i .

S . : . 210 1 X
Poniewaz dla dowolnego ciagu (x,) takiego, ze:
x, #ldlan=1,2,3,...,
r%ljrolo x,=1 Ryc. 4.4.
xX=1 (x,—1)(x,+1
mamy: f(x,)= i (x, x>§ i ) =x,+ 1 oraz lim f(x )—lgm(xn+ =1+1=2,
2
wiec zgodnie z podang definicja lirr11 i;_;ll =2.
= "l
Przyklad 2. Oblicz 11m
Rozwiazanie: _ |x|—x
- Flx) =
Niech f(x)= 2— Funkcja ta jest okre§lona dla ,
o
kazdego x # 0, czyli w kazdym sasiedztwie punktu ‘_1 X
x,= 0, nie jest za$ okreSlona w tym punkcie x # 0
(ryc. 4.5).
Ryc. 4.5.
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1. Granica funkciji w punkcie

’X —X

Wykazemy, ze nie istnieje liII(l) ST W tym celu wystarczy wskaza¢ dwa ciagi (an) i (bn)
o wyrazach roznych od zera i zbiezne do zera oraz odpowiadajace im ciggi wartosci funkcji f:
< f (an)) i ( f(b”)), ktore nie sg zbiezne do tej samej granicy.

Jesli (a ) jest ciagiem o wyrazach dodatnich i zbieznym do zera, zas$ (b )— ciggiem O wy-

n n

razach ujemnych, zbieznym do zera, to odpowiadajace im ciggi wartosci funkcji 1 ( f (an))

i ( ! (bn)> sa okreslone wzorami:

: a” a" an_an
f(CZ;]):’ 2(1” = 2a =0, f(bﬂ):

wige lim f(a,) =0, za$ lim f(b,)=~1
Poznamy teraz druga definicje granicy funkcji, rtownowazng poprzedniej, zwang defi-
nicja Cauchy'ego (czytaj: Kosziego).

‘bﬂl_b” _ —bn_bn — _2bn —
26 26 2h ©

Funkcja f ma w punkcie x, granice g, jesli dla kazdej liczby € > 0 znajdziemy taka liczbg \]

&> 0, ze dla wszystkich x z sasiedztwa S punktu x , spelniajacych nierdwnosc 0 < ‘x - xo‘ <9,

zachodzi nierownosé | f(x)- g‘ <E.

Symbolicznie zapisujemy to w nastgpujacy sposob:

lim f(x)=g = A VA [0<|x-x|<8=]f(x)-g|<e]

X=X £>068>0x€S
Inaczej mowigc: liczba g jest granica funkceji / w punkcie x, gdy dla argumentow x dosta-
tecznie bliskich x i r6znych od x, wartosci f(x) sa dowolnie bliskie g.

Zinterpretujmy te definicje geometrycznie. W tym
celu na osi OY obierzmy punkt g oraz punkty g — £i1g + €,
gdzie € jest dowolna liczba dodatnia. Przez punkty g — €
1g¢ + € poprowadzmy proste rownolegte do osi OX. Jeze-
li przetna one wykres funkgji /) w takich punktach AiB
(ryc. 4.6), ze rzut odcinka A Bwykresu funkcji /' na 0§ OX
zawiera takie jego sasiedztwo, w ktorym punkty x z tego

sasiedztwa spelniajg nierdwnosé ‘ f(x)- g‘ < &, to licz- i —
ba g jest granica funkcji /' w punkcie x,. Rzeczywiscie: 0‘ gooxg X" oxt X
1f(x) - g‘ <£i0< ‘x - x()’ < 8, czyli rbwnowaznie: Ryc. 4.6.

(x)g—e<f(x)<g+€ix—8<x<x+8 (x#x,)

Zauwazmy, ze liczby f (x) spetniajace pierwsza z nieréwnosci («) naleza do przedziatu
(g — &g+ €)osrodku g i diugosci 2€ na osi OY, za$ liczby x spelniajace druga nierownos¢
naleza do sumy przedzialow (xo -3; xo) u (x0 1x,+ 0 ) o dtugosci 6 kazdy na osi OX. Dobra-
nie do dowolnej liczby € > 0 liczby & > 0 oznacza wigc dobranie do przedziatu ( g— &g+ 8)

9 Jesli proste te nie przecinaja wykresu funkgji £, to rzutujemy na 0§ OX te czeS¢ wykresu funkcji /, ktora jest migdzy
tymi prostymi.
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IV. Elementy analizy matematycznej

takiej sumy przedzialow (x,— 8:x,) U (x,:x,+8), aby dla x nalezacych do niej wartosci
f(x) roznily si¢ od g o mniej niz £, a wigc aby spetnialy nierownosci g — £<f(x)<g+¢€
lub, co jest rownowazne, nieré6wnos¢é ‘ f (x) - g| < E.

Symbole x "1 x," na rycinie 4.6 oznaczajq punkty (o ile istniejg), w ktorych f (xo') =g-—&,
f(xo”) =g+& 0=min {xo— x()',xo"—xo}.

Oczywiscie, jesli nierownos¢ 1 [ (x) = g| < & jest spetniona dla x ze zbioru (x,':x," )\ {x, }.

to jest takze spelniona dla x ze zbioru (xo‘;xo'")\{xo} (zob. ryc. 4.6 na poprzedniej

stronie). »
Z podanej definicji wynika tez, ze jezeli liczba g nie
to istnieje liczba

jest granicg funkcji / w punkcie x,,

£,> 0, dla ktorej nie mozna dobra¢ takiej liczby &> 0, st
aby dla kazdego x spetniajacego warunek 0 < | X - x()[ <d _g;,
zachodzita nier(’)wnoéél f(x)—g| <€ (ryc. 4.7). ®
Zachodzi nastepujace twierdzenie: 0 | | Xy X
Ryc. 4.7.
Twierdzenie

Jezeli funkcja ma w danym punkcie granicg, to tylko jedna.

(J Dowod. Rozumujemy przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zatozmy, ze funkcja f ma
w jakim$ punkcie x, dwie rozne granice: g, i g,. Przyjmijmy, ze g >g,, i obierzmy

£= %(g, - 82)- Poniewaz Ylgrrg() f(x) = g, wigc istnieje taka liczba &> 0, ze:
() g—€e<f(x)<g+e jesli 0<|x—x)|<8, Jed- £

noczesnie lim f(x) = g,, wigc istnieje tez taka gz'_g ¢ g +E g"_g é"l glirg

X=X

liczba 8,> 0, ze: Ryc. 4.8.

(2)g,—e<f(x)<g,+&jesli0<|x—x,|<8, (ryc. 4.8).

Zatem dla x spetniajacych warunek 0 < ‘x - xol <9, gdzie =min {5 0 2}, powinny
zachodzi¢ obie nieréwnosci (1) i (2), co jest niemozliwe, gdyz nierdwnosci te sa sprzeczne. [
Przyklad 3. Korzystajac z definicji Cauchy'ego, wykaz, ze funkcja f(x) = x’maw punkcie
x,= 2 granicg g = 4.

Rozwigzanie:

Aby wykazad, ze lim f (x) = 4, obierzmy dowolna liczbg € taka, ze 0 < € < 4, i znajdzmy taka
liczbe 8> 0, aby 4 — £< f(x) < 4+ &, jesli 0 < |x — 2| < &. Dla podanej funkcji oznacza to, ze
4-€<X’<4+&jeslio < |x - 2’ < 8. Ale nierowno$é4 — e<x’< 4 + £bedzie spetniona, jesli:

JA-e<x</Ja+e czyli/A—€e-2<x—-2</4+€~2,t0]est, gdy:

—(2—m><x—2</21:-§~2.
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1. Granica funkciji w punkcie

Wystarczy zatem dla dowolnego €€ (0;4)

S=min{2-/4-¢,/4+e -2} Wowczasdla2 ~5<x <2+
ix#2, czylidla 0 <|x - 2| < 8, bedzie | f(x) - 4| < £ (ryc. 4.9).

Gdy istnieje granica funkcji, to te granice nazywamy wlasciwg

lub skoniczona.

Podamy teraz definicje granic funkcji, zwanych granicami

niewlasciwymi lub granicami Heinego.

przyjac Y
g+eT
§=47
g—€1
0 | X
AN
[a_g =2 Ja+e

Ryc. 4.9.

do — .
\\§

4 )
Funkcja f ma w punkcie x, granice niewlasciwg —oo, co zapisujemy lim f (x)=—oc, gdy

dla kazdego ciagu (x”) liczb z sasiedztwa S, zbieznego do x, ciag ( ! (xn)> jest rozbiezny

J

. D
Funkcja f ma w punkcie x, granice niewlasciwg + oo, co zapisujemy lim f ( x) =+o00, gdy dla

kazdego ciggu (xH ) liczb z sasiedztwa S, zbieznego do x, cigg ( ! ( xn)> jest rozbiezny do +oc.
\ J

Przyklad 4. Wyznacz hm ‘ i 1‘
Rozwigzanie:
Funkcja f (x) = ]x—l1| jest okreSlona dla kazdego

x # 1, a wigc w kazdym sasiedztwie punktu 1. Zatem
dla kazdego ciggu (x”) o wyrazach x # 1, zbieznego
S
X — 1‘

n

do 1, ciag (f(x”)) okreSlony wzorem f(x”) =

jest rozbiezny do +oc. Stad, na mocy podanej definicji,
=+oo (ryc. 4.10).

lim
X — l‘_x |

Przyklad 5. Oblicz llm

x—-1

(x + 1)
Rozwigzanie:

Funkcja f(x)=

5 jest okre§lona w kazdym
x+1

sasiedztwie punktu —1. Oznacza to, ze dla kazdego cig-

gu (x”) o wyrazach x #—1, zbieznego do —1, ciag

(f(x”)), czyli ciag (<_—112>, jest rozbiezny do —oo.
X +

Stad: lim (

x—=1

L\ oo (rye. 4.11).
o 1)) (ryc. 4.11)

Ryc. 4.11.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Przyklad 6. Wykaz, ze nie istnieje linll ﬁ

Rozwiazanie:

Funkcja f(x)= xl 7 jest okreslona w kaz-
dym sgsiedztwie punktu 1. Aby udowodnié, ze
nie istnieje £1£r]1 f(x), wystarczy wskazac dwa cig-
gi (xn) i (xn') o wyrazach x # 1ix '+# I, zbiezne
do 1 i takie, ze odpowiadajace im ciagi ( f (xﬂ))

i (f(x”‘)> majg rozne granice. Niech x, =1 — %,

zaSx, '=1+ % dlan=1,2,3,.... Wowczas ciagi
(f(x”)> i <f(x”')> okreSlone  wzorami:

~ _ 1 _ 1 _
ST

sq rozbiezne odpowiednio do —oci+oo (ryc. 4.12).

Ryc. 4.12.

Definicjom Heinego rownowazne sa definicje Cauchy'ego. Oto one:

Funkcja /' ma w punkcie x,, granice — oo, gdy dla kazdej liczby M < 0 mozna znalez¢ taka licz-

o

be 6> 0, ze f(x) < M dla wszystkich x spetniajgcych nierownos¢ 0 <|x — x| < 8.

Interpretacj¢ geometryczna powyzszej definicji granicy niewlasciwej —oo przedstawia
rycina 4.13.

y " lim f(x):—oo

: X"XO

Xo— 5

Ryc. 4.13.

Symbolicznie mozna to zapisac nastgpujaco:

lim f(x)=—cc & ANV A [O<‘x—x0’<5:>f(x)<M].

xX—x, M<0 6>0 xes
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1. Granica funkcji w punkcie

Mowimy, ze funkcja / ma w punkcie x granice niewlasciwg +oo, gdy dla kazdej liczby M > 0

(@Y !

znajdziemy taka liczbe 8> 0, ze f(x)>M dla wszystkich x spelniajacych nieréwnosé
0<|x—x,|<8.

Geometryczny sens tej definicji przedstawia rycina 4.14.

[}

Y lim f(x) =+oc
y=f(x)
,,,,,, T e
0 | xO—T:JZ—Xo‘{“é

Ryc. 4.14.

Zapis symboliczny: }irrxl() f(x)=+o & M/>\0 5\)/0 ‘X/G\S [O < ‘x —x,|<8=f(x)> M].
Przykiad 7. Korzystajac z definicji Cauchy'ego, wykaz, ze £lm ;—% =—o0.
Rozwigzanie:

Niech M bedzie dowolna liczbg ujemna. Zgodnie z definicja, nalezy znalez¢ taka licz-
be §>0, by z nieréwnosci 0 <|x—0|<J wynikata nierownos¢ —Lz <M. Poniewaz:

X

_%<M@%>—M®x2<ﬁ P [x]#0e|x]< /L x7é0<:0<|x—0|</_1_/g,
1

wiec wystarczy przyjac, ze 8 = T

Omawiane dotad granice funkcji w punkcie: wlasciwe (bedace liczba) badz niewtasci-
we (—oo lub +o0) byly granicami obustronnymi. Modyfikujac nieco ich definicje, moz-
na otrzymac okreSlenie tak zwanych granic jednostronnych funkcji w punkcie. Zal6zmy
wiec, ze f jest funkcja okreslona w pewnym sasiedztwie lewostronnym S punktu x . Mamy
definicje:

Liczbg g nazwiemy granica lewostronng funkcji /' w punkcie x , gdy dla kazdego ciggu (x”)

(Yl

liczb z sasiedztwa S, zbieznego do x,, ciag (f (x”)) jest zbiezny do g.

W zapisie symbolicznym: lim f(x)=g.

X=X
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IV. Elementy analizy matematycznej

Inaczej mowiac:

Liczba g jest granicg lewostronng funkcji f w punkcie x, gdy dla argument6w x dosta-

tecznie bliskich x, i mniejszych od x, wartosci f (x) sa dowolnie bliskie g, co widzimy na

rycinie 4.15.
Y
y=f(x)
8ot e€
8
8o—€
(@) Xo— 5 X0 )(>
Ryc. 4.15.

Zapis symboliczny:

lim f(x)=g & AV A [—5<x—x0<0:>‘f(x)—g|<8].

X €>068>0 g

x
Przykiad 8. Oblicz lim u

x=0

Rozwigzanie:

_ ]

Funkcja f (x) =5 Jest okreSlona dla kazdego
x # 0, a wiec w dowolnym sasiedztwie lewostronnym
punktu 0. Zatem dla kazdego ciagu (x ) zbieznego do

n

zera, o wyrazach mniejszych od zera, ciag ( f (xn)>,

o],
czyli ciag (X—n
. ki
zbieznym do —1. Stad lim 5~ =—1(ryc. 4.16).

x—0

), jest ciagiem stale rownym —1, wiec

Ryc. 4.16.

o

Funkcja / ma w punkcie x lewostronng granice niewlasciwg —oo (lub +o0), gdy dla kaz-

dego ciagu (x, ) liczb z sasiedztwa S i zbieznego do x , ciag ( f(x ))jest rozbiezny do —co
g g n O g n ]

(lub +oo).

Zapis symboliczny jest nastepujacy: lim f(x)=-o0

X=Xy
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1. Granica funkciji w punkcie

Podang definicje lewostronnej granicy niewlasciwej (zwang definicja Heinego) mozna tez
rownowaznie sformufowac jako tak zwang definicj¢ Cauchy'ego:

Funkcja f ma w punkcie x, lewostronna granice niewlasciwa —oo (lub +o0), gdy dla kaz-

o4

dej liczby M <0 (M > O) istnieje taka liczba & > 0, ze dla wszystkich x spelniajacych waru-
nek -8 < x — x,< 0 zachodzi nierownos¢ f(x) <M (f(x) > M).

Geometryczng interpretacje tej definicji widzimy na rycinach 4.17 1 4.18.

Y Y1 dim f(x) =400
X"'XG
y=f(x)
\ Ym0 . M
(0] X0 X
M
limﬁ/’(x) = -
X — X,
! 0] X()—é Xo X
Ryc. 4.17. Ryc. 4.18.

W zapisie symbolicznym:
lim f(x)=-00 & AV A [—5<x—x0<0:>f(x)<M]0raz:

M<0 850 g

lim f(x)=+0c & AV A [—5<x—x0<0:>f(x)>M].

x—x M>08>0 g
Podobnie definiuje si¢ granice prawostronne wiasciwe i niewfasciwe funkcji w punk-
cie. Granicg prawostronna funkcji f w punkcie x, oznaczamy symbolem: lim f (x).

X=X,
7 przytoczonych wyzej definicji wynika, ze jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym sg-
siedztwie punktu x, i ma w tym punkcie granice jednostronne: prawostronng i lewostron-
na oraz granice te sa rowne g, to funkcja f ma w punkcie x,, granicg rowna g.

Pytania i zadania é&
1. Podaj definicje granicy funkcji w punkcie:

a) Heinego;

b) Cauchy'ego.

2. Co oznacza geometrycznie istnienie granicy funkcji w punkcie?
3. Podaj definicj¢ Heinego i definicj¢ Cauchy'ego granic jednostronnych:

a) lim f(x)=g; b) lim f(x)=—oc; ¢) lim f(x)=+oc;
d) lim+f(x) =8 e) ﬁHL f(x) =—00; f) lim f(x) =+o0.

X, X=X,

4. Do kazdej z granic z zadania 3. podaj interpretacj¢ geometryczng.
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IV. Elementy analizy matematycznej

5. Korzystajac z definicji Heinego, oblicz granice:
2 4 3
N e X — 4 x —1 ox 41
) lim =2 RELUIFESE O lim T
3 4
d) lim =&~ e) lim “5— 8, f) lim x =16
r()\/ .x’a2x_4 x~-2x_4
6. Oblicz granice jednostronne:
ay tim 21 by tim 1L ¢) lim [+ +x
x—1 X_l’ x—1" x—1 x—0 2'X ’
x| : 1 1
d) lim ; e) lim ———; f) lim
x—0" 2X x—4 \/X - 2 x—d" /X = 2
7. Oblicz granice:
a) lim [x; b) lim [ x]; ¢) lim [x -2},
x—1 x—1 x—2
o X X
i |31 o lim |3 D tim 2]
Uwaga: [x] oznacza czeS¢ catkowita liczby x.
8. Oblicz granice:
: 1 1 1
a) lim ; b 11m ; ¢) lim ;
).w—s’ x’=9 )\ 3 xt =9 )vﬂ X —9
2 —_—
d) lim 1 e) lim 23(7_4; f) lim Jx 1 ;
X 2x—9 =2 xT-5x+6 aem X7
x—1 x+3 x+3
; h) lim —————; i) lim ——————
x—1 )xa—z x—x—12 )x Sxt—x—12

2. Granica funkcji w nieskonczonosci

Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (a; +oo), gdzie a jest pewng liczba rze-
czywista. Poznajmy definicje Heinego, dotyczace granicy funkcji w nieskonczonosci. Oto
pierwsza z tych definicji:

o

Funkcja f ma w +oo granice g, co zapisujemy: hr+n f(x) = g, gdy dla kazdego ciagu (xn)

o wyrazach z przedziatu ( g; +oo), rozbieznego do +oo, ciag ( f(x”)> jest zbiezny do g.

2 2
Na przyktad lim 723(4+1 =2, gdyz funkcja f(x)= 2236—+1 jest okre§lona w prze-
Xt xT—=5x+6 X =5x+6
dziale (3; +o0) a takze dla kazdego ciggu (x”) o wyrazach z tego przedzialu, rozbieznego
: 2+
do +oo, ciag <f(x )) okreSlony wzorem: f(x ) = 22x” 1 = I all jest
n n Xn—5xﬂ+6 1_5}7+6 12
n X

zbiezny do 2.
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2. Granica funkcji w nieskonczonosci

Kolejne definicje Heinego charakteryzuja granice niewlasciwe w nieskonczonosci.

Funkcja f ma w +oo granice niewlasciwa —oo, co zapisujemy: lirp f( x) =—o0, gdy dla kaz-

dego ciggu (x”) o wyrazach z przedziatu (a; +oo), rozbieznego do +oo, ciag ( f (x” ) ) jest roz-

biezny do —oo.

2 2
Przyktadowo lim 24+_9; =—oc, gdyz funkcja f(x)= 24t3; jest okreslona w przedziale

(4; +oo), a ponadto dla kazdego ciagu (x”> o wyrazach z tego przedzialu, rozbieznego

2L

n

do +oo, ciag (f(x”)> okreSlony wzorem f(x”) =—1 X, jest rozbiezny do —oo.
4-5 -1

Funkcja /' ma w +oc granice niewlasciwa +oo, co zapisujemy: lim f (x)=+o00, gdy dla kaz-

dego ciagu (x”) o wyrazach z przedziatu (a; +oo ), rozbieznego do +oc, ciag < f (xﬂ))jest roz-
biezny do +oo.

3 3
Na przyklad lim X =400, gdyz funkcja f (x) = 2X 1 jest okreslona w przedziale
xi-

X —+oo x - 4

(2; +o0), a takze dla kazdego ciagu (x ) o wyrazach z tego przedziatu, rozbieznego do +oo,

n 5

n —_ 1

X

x-4 -4
X

n

ciag (f(x” )) okre§lony wzorem f(x”> = -x, jest rozbiezny do +oco.

Podane definicje Heinego granicy funkcji w +oo s3 rownowazne odpowiednim definicjom
Cauchy'ego. Podamy je wraz z ich ilustracjami geometrycznymi.

Funkcja f ma w +oo granice g, gdy dla dostatecznie duzych argumentow x wartosci f (x)
sa dowolnie bliskie g, czyli inaczej mowiac, gdy dla kazdej liczby dodatniej € mozna znalez¢
taka liczbe rzeczywista d, by dla wszystkich x z przedziatu (a; +oo) zwarunku, ze x > 0, Wy-

nikata nieréwnos¢ ’f(x) - gl <E.

Interpretacje geometryczng definicji granicy g w nieskonczonosci przedstawia rycina 4.19.

Y lim f(x) =g
g+ E |-mmmm g\
g B e
/ UF/"(X)
g€ - ffom N oo
0| a é X

Ryc. 4.19.
Symbolicznie zapisujemy to nastepujaco:
,\'lirwpoc f(.X') -8 < €/>\() \5/ x>a [X > 52} <f(x> B g\ < 8]
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IV. Elementy analizy matematycznej

Funkcja f ma w +oo granice niewlasciwa — oo, gdy dla dostatecznie duzych argumentow x
wartosci f (x) sa dowolnie male, czyli gdy dla kazdej liczby M < 0 znajdziemy taka liczbg

(Y|

rzeczywista d, ze dla wszystkich x z przedziatu (a; +oo), z warunku, ze x > &, wynika nie-
réWnoscé f(x) <M.

Geometryczng ilustracje tresci tej definicji przedstawia rycina 4.20.

Y
y=f(x)
g .
O| a f X
M
xlirrloéf (x) =—o0
Ryc. 4.20.

Symboliczny zapis definicji:

lim f(x)==0c & AV N [x>8=f(x)<M]

X —+oo M<0 6§ x>a

Funkcja f ma w +oo granice niewlasciwa +oo, gdy dla dostatecznie duzych argumentow x
wartoSci f (x) sa dowolnie duze, czyli inaczej mowiac, gdy dla kazdej dodatniej liczby M

O]

znajdziemy taka liczbe rzeczywista 8, ze dla wszystkich x z przedziatu (a; +oo), wowczas
z warunku, ze x > 8, wynika nierownosc f(x) > M.

Definicje t¢ przedstawiono geometrycznie na rycinie 4.21.

Y
xlirrl f(x) =+o0
ME- -
y=fw)
Ol a 5 X

Ryc. 4.21.
Oto symboliczny zapis tej definicji:

lim f(x)=too & AV A [x>857(x)>M]

Zalozmy teraz, ze f jest funkcja okreSlong w przedziale (—oo; a), gdzie a jest ustalong
liczba.
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2. Granica funkcji w nieskonczonosci

Funkcja f ma w —co granicg g, co zapisujemy: lim f (x) = g, gdy dla kazdego ciagu (xn)

o wyrazach z przedziatu (—oo; a), rozbieznego do —oo, cigg ( ! (xn)> jest zbiezny do g.

2
Na przykfad lim Hc;zx

X ——o0 1_

2
=—1, gdyz funkcja f(x) = 1IX7+2X jest okreslona w przedzia-
—-x

le (—-oo; —1), a ponadto dla kazdego ciagu (x ) o wyrazach z tego przedzialu, rozbieznego

2 L2_ xL +1
] . l-x +x x " . .
do—oo, C1qg< f (x}))okreslonywzorem f (xn)z ’ —t = I jest zbiezny do —1.
_xn T2 -1
X

n

Definicj¢ t¢ mozemy rowniez sformutowaé w nastepujacy sposob:

Funkcja f ma w —co granice g, gdy dla dostatecznie malych argumentow x wartosci f(x)
sg dowolnie bliskie g (dowolnie mafo réznia sie od g), czyli, gdy dla kazdej liczby dodat-
niej € mozna znalez¢ taka liczbe rzeczywista 8, by dla wszystkich x z przedziatu (—oo; a),

z warunku, ze x < 8, wynikata nierdownosé l f(x) - g} <E.

Geometryczng ilustracje definicji przedstawia rycina 4.22.

lim ‘f(x):g Y

X ——o0

Ryc. 4.22.

Symbolicznie zapisujemy to nast¢pujaco:

lerpmf'(x)zg o £/>\0 \5/ A [x<5:>‘f(x)—g)<€].

x<a

Funkcja f ma w —oo granice niewlasciwg —oo, co zapisujemy: lim f (x)==00, gdy dla do-
wolnego ciagu (x,) liczb z przedziatu (—oo; a), rozbieznego do —oo, ciag ( f (x”)) jest roz-

biezny do —oo.
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2 2
Przyktadowo lim 32“:_9; =—o0, gdyz funkcja f(x)= 32 + . iest okreslona w przedziale

( —o0; =2 ), a ponadto dla dowolnego ciagu (xn ) o wyrazach z przedziatu ( —o0; =2 ), rozbiezne-

3141
2 2
. X 3+x X

20 do —oo, c1qg(f(x))zadanywzoremf (x”) =5 +X” = 5 1"

n x—

Oto rownowazne sformutowanie tej definicji i jej interpretacja geometryczna (ryc. 4.23):

-x jest rozbiezny do —oc.
+1

Funkcja f ma w —oo granice niewlasciwa —oo, gdy dla dostatecznie matych argumentow x
wartosci f(x) sa dowolnie male, czyli gdy dla kazdej liczby M < 0 mozna znalez¢ taka licz-
be rzeczywista 8, by dla wszystkich x z przedziatu (—oo; a) z nier6wnosci x < 8 wynikata nie-
rOwnos¢ f(x) <M (ryc. 4.23).

Ryc. 4.23.

Symbolicznie zapiszemy te definicje tak:

lim f(x)=-0 & N \/ AN [x<5=>f <M]

X——o0 M <0 x<a

Funkcja f ma w —co granice niewlasciwg +oo, co zapisujemy: lim f(x)=+oo, gdy dla do-

wolnego ciggu (x”) o wyrazach z przedziatu (—oo; a ), rozbieznego do —oo, ciag ( f(x”)) jest

rozbiezny do +oo.

2 2
Na przyktad 11m 2+ =+o0, poniewaz funkcja f(x)= 2+ jest okreSlo-

na w przedziale (-oo, —2), a takze dla dowolnego ciggu (x”) liczb z tego przedziatu, roz-

. . 4 - x
bieznego do —oo, cigg (f(x“)>, ktorego n-ty wyraz f(x’) TFx, =2-x,, jest rozbiez-

ny do +oo.
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2. Granica funkcji w nieskonczonosci

Definicje¢ t¢ mozna sformutowa¢ rownowaznie:

Funkcja f, ma w —oco granice niewlasciwa +oo, gdy dla dostatecznie malych argumentow x
wartoSci f (x) sa dowolnie duze, czyli gdy dla kazdej liczby M > 0 mozna znalez¢ takg licz-

oI

be rzeczywista 8, ze dla wszystkich x z przedziatu (—oo; a), spelniajacych nieréwnos$é x < &,
zachodzi nieréwnos¢ f(x) > M.

Interpretacje geometryczna definicji prezentuje rycina 4.24.

[

Ryc. 4.24.

W zapisie symbolicznym przedstawia si¢ to nast¢pujaco:

lim f() t+oo & /\V/\[x<5:f >M]

X ——o00 X <a

Pytania i zadania %;:\R

1. Podaj definicje Heinego: granicy wlasciwej i granic niewlasciwych w —co i w +oo.

2. Podaj definicje Cauchy'ego: granicy wiasciwej i granic niewlaSciwych w —oo i w +oo.
Zinterpretuj je geometrycznie.

3. Oblicz granice:

+1 xt - 2x 41
a) -llglxxx ; X ——o00 ’ C) Xlil}l@ Xx_l ’
2
d) lim —X—; ¢) lim —X=2% f) lim 2=%
)A‘a—ocxz_l )\’ﬂ+oox +2X+4 )x%—oo 1+x
4. Oblicz granice:
. 2x . 2x . 2X3
a) lim — b) lim ; ¢) lim ;
),\'—~+oo / 2+1 X — =00 x2+1 )x—'+oo .X2+4
2
d) lim % e) lim xz‘?; £) lim /x’—x+2.
X —+ o0 —_ X —+o00 x‘ X ——00
5. Oblicz granice:
-1 —2x"+x+3 . 3x = 2x+1
a) lim —>———; b) lim —5~———=; ¢) lim ==—==—;
)“*’ 2xt—x+ 1 )“” x=3x+1 )-"”"O [t + x

1 . 5 4 1 :
@ tim (' 5= 1 ) e)i&“;(l-x—x—ﬁ;); lim (55 -2)
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IV. Elementy analizy matematycznej

3. Dziatania arytmetyczne na granicach funkcji

Funkcje, mozna dodawa¢, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢. W wyniku tych czterech dzia-
taf arytmetycznych na funkcjach, ktore w danym punkcie maja granice wlasciwe, otrzymu-
jemy funkcje majace w tym punkcie granice wiasciwe. Doktadnie ujmuje to nastgpujace
twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g, okreslone w pewnym sasiedztwie S danego punktu x , maja w tym
punkcie granice odpowiednio A i B, to w punkcie tym maja granice takze funkcje: f + g,
f—gif-goraz zachodza rownosci:

Bl L))

hmo[f x = x)]ZA—B,

lim [ £(x) &(x)|=4-&.

Ponadto, jesli B # 0, to w punkcie x , istnieje rowniez granica funkcji g izachodzi rownos¢:
um 54

(J Dowdd. Wystarczy powotac sie na definicje granicy funkcji Heinego i twierdzenie o dzia-
taniach arytmetycznych na ciagach zbieznych. Rzeczywiscie, istnienie granic A i B odpowied-
nio funkcji f'1 g w punkcie x, oznacza, na mocy wspomnianej definicji, zbiezno$¢ ciagow

< f(xﬂ)) i ( g (x”)> odpowiednio do A i B, odpowiadajacych dowolnemu ciggowi (x”) liczb
z sgsiedztwa S punktu x, i zbieznemu do tego punktu. Stad zas i z twierdzenia o dzialaniach
arytmetycznych na ciagach zbieznych wynika zbieznos$¢ ciagdw: <f ( xn) + g(x”)>,
(f(x”> —g(x )) i (f(x”)g(x”)) odpowiednio do granic: A+B, A—-B i A-B oraz

zbieznos¢ cw;gu( ) do granicy é, gdy B # 0. Zatem:

J=1lim (f(x,)+g(x,))=A+B,
)=lim (f(x,) - g(x,))=A~B,

X **.\U

lim (f(x) +g(x)
(%)

=3
—
~
—
52
S—
oQ
—
=
S
S—
I
3
T/
\H
N
=
N
oq
—
i_/
S——
b=
o8]
o
=
o
N
aQ
[oh
<
oy
h

X
lim = lim =5
X=X, g(x) n— oo g(x”> B

Udowodnione twierdzenie tatwo zapamigta¢ w postaci skrocone;j:

Granica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu dwoch funkcji réwna jest odpowiednio: su-
mie, roznicy, iloczynowi i ilorazowi granic tych funkcji, gdy granice te istnieja i granica
dzielnika jest rozna od zera.
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3. Dziatania arytmetyczne na granicach funkcji

Mozna to przesledzi¢ na nastepujacych przyktadach:

Ldim (x4 /x)=limx+lim /= 1+1=2;
2 lim (5 = Vx| = lim 5 im V=2~ (~2) = 0:

3.1im /x{/x = 1) = lim /- lim (V- 1) =2 (2= 1) =2

Uwaga. Podobne twierdzenie mozna sformutowac dla granic jednostronnych oraz dla gra-

nic funkcji w —oo i w +oo. Ale wowczas przez sasiedztwo S, w ktorym okreSlone sg funkcje

/1g, nalezy rozumie¢ odpowiednio:

— sgsiedztwo lewostronne, gdy twierdzenie dotyczy granic lewostronnych;

— sgsiedztwo prawostronne, jesli twierdzenie formufujemy dla granic prawostronnych;

— przedzial nieskonczony (—oo; a) lub (a; +oo), gdzie a jest pewna liczba, gdy twierdzenie
dotyczy granic funkcji w —oo lub w +o0.

Oto odpowiednie przyklady:

1. lim (Vx+x>“11m /x+11m x=04+0=0;

x—0" x—0 x—0"

2 0im (/T =x =x) = lim /1 —x = lim x*= 0~ 1=~
x—1 x—1 x—1

3. limv(2x—@)— -(=)=1
x—0

4, 11m|x—1‘ [x+1] 0-2=0;

x—1

Pytania i zadania

1. Podaj twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji w punkcie.
2. Sformutuyj twierdzenie o dzialaniach arytmetycznych na granicach:

a) lewostronnych funkcji w punkcie,

b) prawostronnych funkcji w punkcie,

¢) funkcji w —oo,

d) funkcji w +oc.

119
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3. Oblicz granice:
a) 1\1£r21<x;c 1 +x2>;

d) l;g(l) — 1'
4. Oblicz granice:
lx-2]
) Jim =7
. X A
i3}
g) lim x=3

e x4 x— 12
5. Oblicz granice:
x—1.
X

d) lim ﬂ;
SN P |

a) lim

X—+oo

b) lﬂi{g<3./4x— ——%);
e) hm
1+ ‘/1 -

b) lim /4 - x’

x—-=2"
e)xlmil Z
h) lim Y271
x=0" \/7'*'1
. 2x .
b) lim <5
e) lim ——%25_5 ;
T Ax T+ x -1

) lim (x"- 1)( l);

f) lim (aszr bx+ c).

X—=p

2

. 9—-x".
OISt
f)hmx73.

=3 X +x—12
= 6x49
i) lim ==——3—.
C)llmzx L.

ety
f) lim L

e x

6. Powolujac sie na definicje Heinego granicy funkcji i odpowiednie twierdzenie dotyczace
ciagow zbieznych, wykaz, ze jezeli a > 0, to:

a) lim /x = /a;
b) lim ¥/x = ¥/ a;

X—da

¢)lim%/x=1/adlan€ N,

7. Udowodnij podane twierdzenia o dzialaniach na granicach niewtasciwych funkcji:

) jesli lim £(x)=+o0 i lim g(x)=+o5, to lim (£(x)+ g(x))=+ox;

b) jezeli lim f(x

X—d

d)jezeli lim f(x

=-co 1 limg

X—=da

=+ i limg
X—=d

X—=da X—d

X—d

( ) ( ) —o0, to lim(f(x)+g x))z—oo;
¢)jezeli lim f(x)=+oo i Lizrgg(x):+oo, to lim f( )-
(x) (x)= ;

—co, to lim f(x)-g(x

(
g(x)=+os;
)= oo

e) jezeli lim f(x)=-oc i lim g(x)=oc, to lim f(x) g(x)=+oo.

. Sformutuj i udowodnij twierdzenia analogiczne do podanych w zadaniu 7., dotyczace
granic niewlaSciwych +oo i —oo funkcji w +oo oraz w —oo.

. Rozstrzygnij, czy podane twierdzenia sa prawdziwe:
Jezelilim f(x)=+oo i lim g(x)=+00, to:

a) lti{n;(f'(x)—g(x))zo; b) lim(f(x

¢) lxlg}’(f(x)—g(x)) —00; d) ,1\-1?3_ f<(j§>

—g(x))=+oo;

=+o0.

~—




4. Obliczanie granic

10. Rozstrzygnij, czy podane twierdzenia sg prawdziwe:
Jesli lim f(x)=+oo i lim g(x)=+oo, to:

a)xlier<f(x)—g(x)>=O; b) ;lalrpoo(f x)—g(x))=+oo;
| . e
) Jim (/(x) = g(x))=os d) Jim T

11. Oblicz granice:

a) lim (x +2x ); b) lim <x5+x3+ 3x); C) xlj@m<,/x2+l—x>;

d) xlirpm<\/x +x +x> e) xlirfm<x2+1)<_x3+ 2x>; f) xlirpmx./x2+x+l.

4. Obliczanie granic

Rozpatrzmy kolejne przyktady dotyczace obliczania granic funkcji, tym razem nieco
trudniejsze. Wczesniej jednak warto poznac kilka granic, ktore okazg si¢ przydatne.
Fatwo udowodnié, ze lim ¢ =ci lim x = x dla kazdego x,€ R.

X=X, X=Xy

Wiemy takze, ze lim Wx = n\/xio, gdyx,>0, n€N,.

X=X

Wykazemy teraz kilka twierdzen.

Twierdzenie 1.
Dla kazdego x,€ R lim sin x = sin x oraz lim cos x = cos X,

X=Xy X —=Xq

J Dowod. Udowodnimy tylko pierwsza rownosé, gdyz dowdd drugiej przebiega analogicznie.

Poni o ) 5 X=X, x+x, dtolsi X=X, X=X, |X~X0‘
oniewaz sin x — sin x, = 2 sin cos a ponadto |sin =
0 2 7 4P P ) p)
x+tx, i . . . XX, X +tx, ‘X—Xol
oraz |cos <1, wiec |sinx—sinx,|=2]sin -|cos <2- :
2 > 0 2 2 2

=|x - x| Zatem [sin x —sin x| < &, gdy |x —x | < 8, gdzie § = €.(J
0 0 0 £ £

Twierdzenie 2.
Dla kazdego x,# (2k + 1)125—, gdzie k € C, zachodzi wzor:
Hm e x=tox.

X=X

O Dowdd. Poniewaz dla kazdego x,# (2k + 1)%, gdzie k € C, zachodza réwnosci:

tg X = o8 x, hm sin x = sin x,i lim cos x = cos x, oraz cos x, # 0, wigc z twierdzenia o dziala-

X=X

sinx _ Sinx,
niach arytmetycznych na granicach funkcji wynika, ze hm tgx = hm COS % st(_ =tgx,.0J
)
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IV. Elementy analizy matematycznej

Twierdzenie 3.
Dla kazdego x,# kT, gdzie k € C, zachodzi wzor:
}lff} etg x = ctg x,..

Dowad jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2.

Twierdzenie 4.
Dla x,= 0 zachodzi wzor:

(J Dowdd. Funkgeja f (x) = sir; X jest okreslona dla kazdego x # 0, a zatem w kazdym s3-

siedztwie punktu 0. Rozpatrujmy ja wigc w sasiedztwie tego punktu o promieniu % Dla x
z tego sasiedztwa, czyli takich x, ze 0 <|x| < —722, zachodza nieréwnosci:

(+) sin|x| <|x| < tg|x| \
Istotnie, wystarczy rozwazy¢ okrag o Srodku w poczat- Y C

ku uktadu XOY i o promieniu 1 oraz kat Srodkowy o mie-
rze tukowe;j ]x‘ (ryc. 4.25). Wtedy zauwazymy, ze nierow-
nosci (+) wynikajg stad, iz odcinek AB o diugosci sin |x|
jest krotszy od tuku AD o diugosci | x|, ten zas$ jest krotszy %
od odcinka CD o dlugosci tg | x|. x| ” D

Nieréwnosci () sa rOwnowazne kolejno nierownosciom: 9| coslx|] B 1 X

. sin x| Ryc. 4.25.
sin| x| < |x| < —=,
cos x|

x| ]

1 <— —
sin x|~ cos|x

2

sin | x|
cos‘x‘< <1,
x|

1 ostatecznie nierOwnosciom:

(%) cos x < % <1, gdyz dla 0< ]x[ < % zachodza réwnosci: cos]xl =cosx oraz

sin|x| _ sin
R
Poniewaz lir% cos x = cos 0 = 1 (zob. twierdzenie 1.), wigc dla dowolnego ciagu (x”) 0 Wy-
razach z sgsiedztwa 0 i o promieniu %, zbieznego do 0, ciag (cos xn) jest zbiezny do 1. Stad

sin x
oraz z nierownosci () i z twierdzenia o trzech ciggach wynika zbieznos¢ ciagu ( X ) do 1.

, e . . . in
To za$, na mocy definicji Heinego granicy, oznacza ostatecznie, ze hrr(} % =10
v
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4. Obliczanie granic

Przejdzmy teraz do zapowiedzianych przyktadow.
2

Przykiad 1. Oblicz lim __x__—l_
Poxt—x—1
Rozwigzanie:

Poniewaz dla kazdego x # 1:
o1 (x=1)(x+1) _ x+1
1

dvioxo1 (2x+D)(x-1) 2x+ DT
2
x -1 _ 1+1 _2
lxmllzx_ 1 2-1+1 3
x’ -1 2
Odpowiedz: lim —5———— = 3.
P —12xt-x—1 3
Przykiad 2. Oblicz 1i£r(1) ——x—_l
Rozwigzanie:
Gdyx > —1ix # 0,t0 ,/x+1 1 ./x+xl—1 Jx+1+1 o x+1-1 1 .
Jx+l+1 x(/x+1+1) Jx+1+1
Zatem:lim———”erxl_lzlim I 2—17:-1—.
x=0 =0 /x+1+1 Jo+1+1 2
o x+l=1
Odpowiedz: }(15% —x  —7
-1

3
Przyklad 3. Oblicz 11{111 /x;— T

Rozwiazanie:

Korzystajac ze wzoru a-b’= (a - b)(a2 +ab + bz), otrzymujemy dla x # 1:

Yx-=1_ Yx-1 _ Vx—1 _ 1 7 atem:
— - 3 - - - . .
L (A= (Va1 (Vat e v (V) +¥x+1
lim 251 = i L L__L
el x—1 xl(B\/') +x+1 1+1+1 3
Odpowiedz: lim /}—11 :%.
1 1+2x)(1+3x)—1
Przyklad 4. Obliczy{%( (L r fc)( +3x)=1
Rozwiazanie:
Dla x # 0:
1 2 __1 2 3_ 2 3
(I+x)(1+ ;)(1+3x) :1+6x+11;c +6x 1:6x+11)96c +6X 64 {1t 65>
1 1+2x)(1+3x)-1
Stadlifrol( +x)(L+2x)(1+ 3x) =lim (6+11x+627)=6+11-0+6-0°=6.
(T+x)(1+2x)(1+3x)-1 _

Odpowiedz: Li% T
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IV. Elementy analizy matematycznej

Przykiad 5. Oblicz 11m

>< =
+ |+
Nl
N

[SSER R )

Rozwigzanie:
Poniewaz dla kaidego x#0:

Ja'+4-2 /& 42 m+2 /i ;9+3

S 49-3  /x'+9-3 /x 4943 /x +4+42

:<ka+4>_4 Jaro+3 x+4 4 /x’+9+3  J/x'+9+3
(\/mf /x 4442 X+9-9 /x +4+2 /x +4+2

i Jx'+4 lim JX+9+3 343 _
X — / + x()\/x2+4+2 2+2
J X +4—2 3

Odpowiedz: lim ~—F—=——-= 5.
x—0 2 9 3 2

, wiec:

ro|w

Przykiad 6. Oblicz lim Mﬁ—.
e xT+3x+1

Rozwiazanie:

Postepujemy jak przy obliczaniu granicy ciggu nieskonczonego, wylaczajac w liczniku
1 mianowniku tego utamka przed nawias zmienna w najwyzszej potedze. Stad otrzymu-
jemy:

2 1 1 1 1
8 X<2+x 5-—2> 2+%-5—
lim 22X FX=5 iy X/ = lim e
R xwx2<1+3%+%> B S A
X x
Odpowiedz: llmM
e xl 4 3x 41

2
Przyktad 7. Oblicz lim 3x —dx+1

. )
X — 00 x+x

Rozwiazanie:
x2(3—4%+%> x2<3—4-%+%>
lim 3ux _44x-:1:11m * L = lim 1X =
X — 00 Jx +x X — 00 \/X4<1+%) X — 00 X2 1+_2
x X
1 1
3-4 v+
:llm * X2_3_4‘O+0_3
X — 00
\/1_'_% J1+0
X
3x —4x+1
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4. Obliczanie granic

Przyklad 8*. Oblicz lim (/x2+ 2x — \/xz— 2x>.

X — o0

Rozwiazanie:

Funkcja f(x) = \/;5+ 2 — \/;c’i— 2 x jest okre§lona w przedziatach (—oco; =2)1(2; +o0).

Ponadto:

(/ﬁa - \/xz— 2x>(\/x2+ 2x + /xz— 232)
¢T+2;+‘/x2—2x )
[v2e) (=) (e 2s)- (v~ 2x)

/x2+2x—vx2—2x:

/x2+2x+VGc2—2x /x2+2x+ x2—2x
_ 4x
/x2<1+2%>+/x2<1—2%> E |(/1+2 /1—2 1)
/ 14 T gdy x>2
V1+27+\/l—2-7
- ,T4 T gdy x<—2.
L /l+2-7+ 1-2-%

Mozemy teraz obliczy¢ granice w +oo01—oc

‘lir+n ( X' 4 2x — /x —2x>—11m
X —+oo X — +m/1+2 1 /1 2 1
4 4

- _ -4 s
120+ /1-0.0 2 >

i (2= ) [T A

Odpowiedz: lim {//x*+2x = /x’~2x)=2, lim (/;cz+2x—/x2—2x>:—2.

Przyklad 9. Oblicz lim -5
Rozwigzanie:

tgx _sinx 1

L _ sin x
Poniewaz 5~ = =%~ - oy dla kazdego x # 0, a ponadto 111’1’(1)

=11 lir%cosx: L
X —

wiec:
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IV. Elementy analizy matematycznej

Przykiad 10. Oblicz 11m lcﬂ
x

Rozwigzanie:

Sposob pierwszy. Dla kazdego x # 0 mamy:

l—cosx:(l—cosx)(1+cosx)‘ 1 :1—coszx. ! i
x’ x’ 1 +cosx x> 1+ cos x
.2 . 2

_Sin_x 1 _(sinx)\ 1 ) o

2 T+cosx —( X ) 1+cosx'Stqd mozemy obliczyc:

.l—-cosx _2 1 1

S S B

Sposob drugi. Poniewaz cos x = cos 2% =1-2 sinzg, a takze, gdy x — 0, to % - 0.

X
. .. siny .
Wynika z tego, ze lm(l) =1, wiec:
2
1—(1—2sin2£) 5 sin?X X
. 1—cosx _ . 2) 28y 1|31 e
iy = =t el o R i g | S =g

l—cosx _ 1

Odpowiedz: lﬂ% PR

otg(x— )
Przyklad 11. Oblicz lll’I} — T
Rozwigzanie:

Niech y = x — 1. Poniewaz y — 0, gdy x — 1, zatem:

2 tgyZ
:1ylrr%T:llm7-y:1-O=O.

t
Odpowiedz: hm ix—l— =0.
Przykiad 12°. Oblicz lim %
Rozwigzanie:

Niech y =x — 1. Wowczas x =y + loraz y — 0, gdy x — 1. Zatem:

. sinflx _ . sinftx 1 sinn(y+1). 1
U i MR L y y+2 -
o fosinTty @\ w7
‘9%( Ty y+2)‘ by=7

Odpowiedz: lim >=5—= sm Ax _ %

|
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4. Obliczanie granic

Pytania i zadania
1. Oblicz granice:

X —1. . ox —4.
a) th(r)l x’ b) hml i1 ¢) lim PP
CHl 4x° =1 —x-2
d) lim ; e) lim ———; f) lim —5———=.
)x—»l +1 )X<—72 —x—1 )sz—5x+6
2. Oblicz granice:
1 27 +x° . x—/x
lim —=——=——; b) li ; 1 ;
Dl = 7 )M 5 )T
‘ . Yx+1 . 1-/x
d)lxmllx_l )xlan—ll x+1” f)£1£r11 x—1"
3. Oblicz granice:
2) lim 2/x+1 [+13 b)hm«/9+2x—5;
x—3 x _9 x—8 2_3\/}
C)“mx+1—,/1x—2x—x; d)hml—/§6+2x.
x—0 x—0
4. Oblicz granice:
. J1—cosx . J1—cosx . sinx’
) lim =5 b) lim =G ) lim S
. cosx—sinx, . tg3x, tgdx,
d)lm% cos2x ’ e)lflf% X f)l S0 tg2x
sm4x sin3x. .\ 15 COS X — cos 3x
g) lim === h) lim lim < 2o i) lim 5 .

5. Oblicz granice:

a) lim (,/x+ | - ﬁc); b) 1£r1010</xm - ‘/xz—fl); c) xl_i_{nm< X =3 — Jak+ 1);

N 2
d) lim (Jx2+ 1 +x>; e) lim ﬂ% f) lim HM‘X—'
v v x—2x e | —x+2x°
2 3 / _
g) lim —x-z;ixl—i—-—l; h) lim —5—; i) lim 4%—1;
X —+oo X X — 00 3X(.X __4) X ——00
j) lim /4XX 1, k) hm (¢4x +1+2x> l) hm 2x<./ +1— )

6. Oblicz granice:

\/mm b) lim ( xS;W—X>;

1 2
a)irpoo /_x—*—l ’ X —+o0
¢) lim (x—,/x2—2x>; d) lil}l (3/;3—3)(2—/;—296);

X —+oo

E B
e) lim (\/;—\/x+\/x+\/;>; f) lim (3 x3—x2+1—3\/x3+x“+ 1).
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7. Oblicz ponizsze granice, gdziemin € N,:

%fl MMWLL 1-2/1+x

a) lim == m e O lim—%—
d) lim (1 - ﬁ)(é;j{jﬂ)ﬂ@ - "/;), e) Xlirpw[n\/(x+al>(x+a2)...(x+an) —x];
f)xurpm<x—m>n;<x+/;j>”; Y i <m5 +x>”;<m—x>n.

8. Oblicz granice:

. _ TX. . sinmx,
a) 1\_1£r} <X l)tg 27 b) )lcﬂr?; sinnx’
tg X — si — /1 +cosx
5 {1rr(1) gx~ 3sm x; d) lirrg) /2 .12+cos x;
X sin” x x— sin” x
.2 . _ -3 Ca
¢) lim 2sin " x+sinx—1 . ) lim v/ COS X COSX‘

.2 . ’ " .2
Z2sin"x—3sinx+ 1 x=0 sin” x

X—p

5. Ciagtosc¢ funkceji w punkcie i w przedziale

Gdy mowiliSmy o granicy funkcji w punkcie, zakladaliSmy, by funkcja byta okreslo-
na w pewnym sasiedztwie tego punktu. Teraz bedziemy rozpatrywac funkcje okreslo-
na w pewnym otoczeniu danego punktu x  , bowiem warto$¢ funkcji w tym punkcie bedzie
istotna dla pojecia, ktorym zajmiemy sie obecnie.

Niech f bedzie funkcjg okreslona w pewnym otoczeniu U danego punktu X, to jest
w przedziale (xo —&x,+ 8), gdzie € jest pewna liczbg dodatnia.

Funkcje¢ f nazywamy ciagla w punkcie x , gdy ma w tym punkcie granice rowng swej war-

tosci w tym punkcie, czyli gdy lim f (x)= f(xo).

Tak wigc funkcja f jest ciggla w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa
jednocze$nie dwa warunki:

1. ma w punkcie x, granice wlasciwa g, czyli: lim f(x)=g;

>

Z.g:f<x0).

Gdy ktoryS z tych warunkow nie jest spetniony, to o funkcji / mowimy, ze nie jest ciagla
(albo ze jest nieciagla) w punkcie x . Podkreslmy, Ze nie stawiamy problemu cigglo$ci funk-
cji w punkcie nienalezacym do dziedziny.
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5. Ciggtosc funkciji w punkcie i w przedziale

Na przyklad funkcja f, ktorej wykres przedstawia rycina 4.26, jest ciagta w punkcie «,
nieciagla zas$ jest w punktach:
— b (w punkcie tym nie istnieje granica funkgji f),

— ¢ (istnieje f(c)i}xi{r(} f(x),ale f(c)# lim f(x)),
—d (nie istnieje lim f(x)).

£b)
lim £ =f (@

o a b c d X

Ryc. 4.26.

Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, mozemy definicje ciggloSci
wyrazi¢ nastepujaco:

Funkcje f, okreslong w pewnym otoczeniu U danego punktu x, nazywamy ciagla w tym

oI

punkcie, gdy dla kazdego ciagu (x”) liczb z otoczenia U, zbieznego do x, ciag (f(x” )) jest
zbiezny do f (xo).

Na podstawie za$ definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie mozemy ciagtos¢ funk-
cji w punkcie okresli¢ w taki sposob:

Funkcje f, okreslong w pewnym otoczeniu U danego punktu x, nazywamy ciagla w tym

ol

punkcie, gdy dla kazdej liczby € > 0 znajdziemy taka liczbe & > 0, ze dla wszystkich x z oto-

czenia U spelniajacych nieréwnosé | x — x| < 8 zachodzi nieréwnoséé x)—f(x. )| <E&.
P ]4Cy 0 0

Oto zapis symboliczny tej definicji:

lim £(x)=f(x,) & A VA [Jx=x|<8=[r(x)=f(x,)|<£]

xX—X, £€>06>0 xeU

Tre$¢ definicji przedstawia geometrycznie rycina 4.27 na nastepne;j stronie.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Obieramy na osi OY punkt f (xo) oraz punkty Y]
f(xo) -€i f(xo) + €, gdzie € jest dowolnie malg  f(x)) +€ s
liczba dodatnia, i przez dwa ostatnie punkty prowa- flxy) /
dzimy proste rownolegte do osi OX. JeSli przecina-  f(x,)-¢ y
ja one wykres funkgji f w takich punktach AiB ",
ze rzut odcinka AB tego wykresu na o§ OX zawie-
rax, wraz z takim jego otoczeniem, iz w jego punk- -
tach zachodzi nieréwnos¢ ‘f(x) —f(xo)‘ <E, to 0 X6 X x+8 X
Ryc. 4.27.

liczba f (x()) jest granica funkcji /' w punkcie x,.

Inaczej mowiac, warunek ciagglosci funkcji oznacza, ze czgS¢ jej wykresu lezaca w pa-
sic ograniczonym prostymi o réwnaniach x=x, -9 1 x=x,+ 3 znajduje si¢ w pasie
ograniczonym prostymi o roOwnaniach y =f (xo) -£iy=f <x0> + € (na ryc. 4.27 czgscia
wspolna tych pasow jest najciemniejszy prostokat).

7

o

N
Funkcje f okreslong w pewnym lewostronnym (prawostronnym) sgsiedztwie punktu x na-

zywamy lewostronnie (prawostronnie) ciagla w punkcie x, gdy ma w tym punkcie grani-
ce lewostronng (prawostronna) rowna swej wartosci w tym punkcie, a wigc gdy:

1im7f(x):f(x0) (;1m+f(x)=f(xo)>.
Na przykiad: YTl
— funkcja f okres§lona wzorem: |
x| RO| 4.28 *
f(x)=1"72y > &dy x#0 Ktorej wykres ye. 2.28.
I, gdy x=0 v
widzimy na rycinie 4.28, jest lewostronnie cig- 34 —
gla w zerze, gdyz lim f(x)=1=f(0); 5! -
x—0
— funkcja f(x)=[x] jest prawostronnie ciggta Iy e—
w kazc‘iyfn. .ca.ikow/lt)'/m pl'lnkc.le X (ry(f. 4.1.29): R /) B S
Z. definicji ciagtosci wynika, ze funkcja jest cig- 1
gla w danym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy jest I
w tym punkcie ciggla lewostronnie i prawostronnie. Ryc. 4.29

O

)

Funkcje nazywamy ciagla w przedziale otwartym, gdy jest ciagta w kazdym punkcie tego

]

A

xo€ (ab)

przedzialu.

Jesli proste te nie przecinaja wykresu funkgji £, to rzutujemy na o OX te cze$¢ wykresu funkgji £, ktora lezy miedzy
tymi prostymi.
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5. Ciggtosc funkciji w punkcie i w przedziale

Funkcje nazywamy ciagla w przedziale domknietym, gdy jest ciaggta w kazdym punkcie we-
wnetrznym tego przedzialu, prawostronnie ciggta w lewym krancu oraz lewostronnie cig-
glta w prawym krancu.

Zatem f jest ciagla w (a;b) = f jest ciggta w (a:b), a ponadto lim f(x)=f(a)
ilim f(x)=/(b).
x—b

X—a

Pytania i zadania
1. Podaj okreslenie ciggtosci funkcji w punkcie.
2. Wskaz przyklad funkcji ciaglej w punkcie x = —1 oraz przyktad funkcji nieciggtej w tym
punkcie.
3. Podaj definicje:
a) funkcji ciagtej w przedziale otwartym,;
b) prawostronnej ciggtosci funkcji w punkcie x,;
c) lewostronne;j ciggtoci funkcji w punkcie x;
d) funkcji ciaglej w przedziale domknigtym.
4. Rozstrzygnij, czy funkcja f okreSlona wzorem
]
f(x)=17 dla x#0 jest ciagta w zerze:
-1 dla x=0
a) lewostronnie,
b) prawostronnie.
Odpowiedz uzasadnij.
5. Dla jakiej wartoSci m funkcja
2(x+1)
- dla x#-1 . .
f(x)=1 |x+1] jest ciagla w punkcie x,=—1:
m dla x=-1

a) lewostronnie,
b) prawostronnie?

=)

. Dla jakiej wartosci a funkcja

2
x =1

a dla x=-1

jest ciggla w punkcie x,=—1?

7". Udowodnij, ze funkcja

A1

x|a| dla x#0

f(x)= [x ] jest ciagta w punkcie x = 0,
1 dla x=0

gdzie [%] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wigksza od %
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IV. Elementy analizy matematycznej

6. Dziatania arytmetyczne na funkcjach ciagtych

Z twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji wynika, ze suma, roz-
nica oraz iloczyn funkgji ciaglych w danym punkcie jest funkcja ciagia w tym punkcie. Po-
nadto iloraz dwoch funkcji cigglych w punkcie, jesli wartos$¢ dzielnika jest rozna od zera,
jest funkcja ciggta w tym punkcie.

Podobny wniosek mozna wysnuc o ciaglosci sumy, rdznicy, iloczynu i ilorazu funkcji cig-
glych w przedziale. Funkcja stala f(x) = ¢ oraz funkcja tozsamosciowa g(x) = x sg oczy-
wiscie ciagle w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych, gdyz dla kazdego x, € R mamy:

lim f(x)=limc=c =f(x,) oraz lim g(x )=lim x=x —g(xo).

X=Xy X=X .\'4',\'0 X=X

Stad wynika, na mocy twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na funkcjach ciaglych, ze:
1. Kazdy wielomian f(x)jest funkcja ciagla w zbiorze R, gdyz jest on albo funkcja stata,
albo funkcja tozsamosciowa, albo suma iloczynéw takich funkcji.
Na przyktad:
— funkcja f(x) = 5 jest ciggla w zbiorze R,
— funkcja f(x) =-3x +x-2 jest ciagla w zbiorze R,

— funkcja f(x)=x"=3x+ /2 jest ciagla w zbiorze R.

2. Kazda funkcja wymierna jest funkcja ciagta w swej dziedzinie, gdyz jako iloraz dwoch
wiclomianow jest okre§lona w zbiorze tych liczb rzeczywistych, ktore nie s3 miejscami
zerowymi mianownika.

Na przyktad:

1

— funkcja f(x) = 2x+ 5

X 11 jest ciagla w zbiorze R\ {1},

jest ciagla w zbiorze R\ {-2},

— funkcja f(x) =

— funkcja f(x) = gﬁ(—h—ij_l jest ciggta w zbiorze R.
x +
Z. udowodnionych w podrozdziale 4. twierdzen 1-3 wnosimy, ze funkcje trygonome-
tryczne sg funkcjami ciggltymi:
— sinus i cosinus — w zbiorze R,

— tangens — w zbiorze R\{(2k+ 1)72I ke C}

— cotangens — w zbiorze R\{k?‘[; ke C}.

Pytania i zadania
1. Podaj twierdzenie o ciagloSci:
a) sumy,
b) roznicy,
¢) iloczynu,
d) ilorazu.
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7. Badanie ciggtosci funkcji

2. Rozstrzygnij, czy funkcjami ciaglymi w podanym punkcie x, sa funkcje: f(x)+g(x),

()= e(oh £ e L, sy
a) f(x)==3x+1,g(x)=x"=5x+2,x,=—1;
b) f(x)=2x~- 1,g(x):x2—x— 12, x,= 1;

¢) f(x) =x’=3, g(x) =x’-5, x,=5;
3. Podaj przedzialy w ktorych funkcja f jest ciagla:
a) f(x)=—3 xrox’-

b) f(x)=—F:
) f(x)= =

f) f(x)=tgx+ctgx;
g) f(x)= fxxff;

B ‘x, gdy ‘x’?l
h) f(x)= 2, edy |x|<1;
D f<x) B f;—}:—ll

7. Badanie ciagtosci funkciji

Zajmijmy si¢ badaniem ciggltosci funkcji. Postugiwac si¢ przy tym bedziemy: definicja
ciagtosci funkcji w punkcie, twierdzeniem o dziataniach arytmetycznych na funkcjach cia-
glych, ciagtoscia znanych funkcji elementarnych oraz wykresem. PrzejdZmy zatem od ra-
zu do przyktadow.

Przyklad 1. Zbadaj ciggtos¢ funkcji f okreSlonej nastepujaco:

x, gdy |x[>1
f(x)=
-1, gdy |x|<L

Rozwiazanie:
Funkcja ta jest, jak wida¢, okreSlona dla kazdego x € R, przy czym:

o]

x dla x<-1 lub x>1

-1 dla -1<x<1.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Przygladajac si¢ wykresowi tej funkcji (ryc. 4.30), v
widzimy, ze jest ona ciggta w kazdym punkcie
x # 1. W punkcie x = I nie jest ona ciggta, gdyz jej
granica lewostronna w tym punkcie wynosi —1, 1t
a prawostronna 1. Dana funkcja jest wigc w tym \ .
punkcie ciggta tylko lewostronnie. 1 0 1 X
Odpowiedz: Dana funkcja jest ciagta w kazdym 5
punkcie x # 1. /
Przyklad 2. Zbadaj ciagtos¢ funkcji:
Ryc. 4.30.

2 +1 dla x<0

Fx)=1L dla 0<x<1

x—1 dla x>1.

Rozwiazanie:
Funkgcja ta jest okreslona w calym zbiorze R liczb rzeczywistych. Jej ciaglto$¢ w przedzia-
tach (=o0;0), (0;1)i(1; +oo) wynika z ciaglo$ci w tych przedziatach odpowiednio funkcji:

y= x4, y= —,13 iy =x— 1. Pozostaje wigc zbadac ciagto$¢ funkeji f w punktach 01 1. Po-
niewaz:
L lim f(x)=lim (x*+1) =1, zas lim f(x)=lim % =+o0, zatem f jest nieciggta w punk-

x—0" x—0" x—0" x—0

cie 0.

2.1im f(x)=lim % =1, za$ lim f(x)=lim (x— 1)= 0, dlatego funkcja f takze nie jest cia-
x—1 x—1 x—1 x—1
gla w punkcie 1.

Odpowiedz: Dana funkcja jest ciagta w kazdym punkcie x € R\{0, 1}.
Przyklad 3. Wykaz, ze funkcja:

1
x-cos+ dla x#0
f(x)= !
0 dla x=0

jest ciagla w calym zbiorze R.
Rozwigzanie:

Gdy x,#0ix — x,, to% - Xloicos% - cosxlo. Zatem:

lim f(x)=lim x~cos%=x0-cosxl0=f(xo>,

.Xv*ﬁ(o Xaxo

co oznacza ciaglos¢ funkgji f w dowolnym punkcie x, # 0.

Niech x = 0. Dla dowolnego ciggu (xn) o wyrazach x, # 0 i zbieznego do 0 jest:
0<|f(x,)

X

n

<1x

X - cosL cos L - 1. Stad na mocy twierdzenia o trzech cia-
n Xn xn 4 y q

n
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7. Badanie ciggtosci funkcji

gach wynika, ze ’f (x 0, a zatem rowniez f (x") — 0. To za$ oznacza, na mo-

cy definicji Heinego granicy funkcji, Ze lim f(x)=0.Jednoczesnie f(0) = 0. Zatem f jest
ciggta takze w x,= 0.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie x € R.

Przyklad 4. Wyznacz punkty, w ktorych funkcja:

~XE3 gla x#£-3 0 x#£2

X X +x—-6
f(x)=
—3 dla x=-3 lub x=2
nie jest ciggla.
Rozwiazanie:
Poniewaz x +x- 6= (x+3)(x—2), wigc f(x)= x+3 dla x #-3

(x+3)(x—2) X = 2
i x # 2. Zauwazmy, ze dana funkcja jest ciagla w przedzialach (—oo; =3),(=3;2)1(2; +o0),
co wynika z ciggtosci odpowiedniej funkcji wymiernej w tych przedziatach. W celu zbada-
nia cigglosci tej funkeji w punktach x =—31 x = 2 obliczamy w nich jej granice:

xlir{l f< )"}ij’?} Xl 2 :_%’

Wymka stad, ze funkcja ta jest ciggla w punkcie x =-3, gdyz jej granica w tym punkcie
rowna jest jej wartosci w nim, natomiast w punkcie x = 2 dana funkcja nie jest ciagla (nie
istnieje jej granica w tym punkcie).

Odpowiedz: Jedynym punktem, w ktorym dana funkcja nie jest ciagla, jest punkt x = 2.

ax+b dla x<-1

Przyklad 5. Dla jakich a i b funkcja f(x) = x’+1 dla -l<x<1 jest ciagta w zbiorze R
—ax+2b dla x>1

wszystkich liczb rzeczywistych?
Rozwigzanie:

Funkgja ta jest ciagla w przedziatach: (—oo; —1), (=15 1) i (1; +oo) dla dowolnych liczb a
i b, co wynika z ciggtosci odpowiednich funkcji elementarnych w tych przedziatach. Pozo-
staje zatem wyznaczy¢ takie a i b, aby funkcja ta byla ciagta w punktach x =—11x= 1. Po-
niewaz:

f(=1)=f(1)=2oraz:

lim f(x)=lim (ax+b)=-a+b,

x——1 x—-1

lim f(x)=lim_ <x2+1>:2,

x—-1 x——1"
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IV. Elementy analizy matematycznej

_igr?f(x):liq;(x2+ =2,

X —

lim f(x) = lim (—ax + Zb) =—a+2b,
x—1 x—1

wiec dana funkcja bedzie ciggta w tych punktach wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi¢ beda

rownosci: —a+b=2 1 —a+2b=2.
Rozwigzujac uktad rownan:
—atb=2
{—a +2b=2,
otrzymujemy: a =—2, b = 0.
Odpowiedz: Dana funkcja jest ciagta w zbiorze Rdlaa=-21b = 0.
Przykiad 6°. Dla jakich a funkcja:

ﬁsinx—l

2
f(x): [ —ctg”" x .
a+1, gdy X=7

, gdy x # kT i x#kni%, gdzie ke C

jest cigglta w punkcie x = %‘?

Rozwiazanie:
Obliczamy najpierw granic¢ danej funkcji w tym punkcie. Otrzymujemy:

““51 (x)zlim ﬂsmx;l:lm}I 1—@smx:
g i l—etgx oL octgtx—1
o 1=/2sinx .o (1—ﬁsinx)<l+ﬂsinx> sin’x
=lim —————sin x =lim 5 : — =
v-2Z cos"x—sin"x iz COs 2Xx 1+,/2sinx
2

2 2 2 1 Zﬂ (’l') l
g Lm2sin’x sin'x o osin'x Sy \/2) 5
=lim 5 — = lim — = T )
. COs 2 X 1+ﬁsmx ,xa%lJr\/ismx 1+\ﬁsmZ 1+\/j.7

Zatem dana funkcja bedzie ciagla w punkcie x, = %, gdy zajdzie rownos¢ lim f (x)=f

x=
czyli rOwnos¢ 211 =a+ 1. Stada z—%
Odpowiedz: Dana funkgcja jest ciggla w punkcie x, = % dlaa z—%

Pytania i zadania
1. W jakich przedziatach funkcja f jest ciagla:

_x—1. _ 2x . _—=2+1.
a)f(x)_x2_47 b)‘f(X)_Xz-f-l’ C)f(X)— X_l >
x|, gdy |x|>1 0, gdy |x|<2
d) f(x)= e) f(x)=
() %, gdy |[x|<1; /() ﬁ, gdy [x|>2?
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7. Badanie ciggtosci funkcji

2. Zbadaj ciggtos¢ funkcji:

x dla x<0

¥ dla 0<x<l1

a) f(x)= X dla 0<x<1 b) f(x)=

x-1 2-x" dla 1<x<2;
Loda x>
Tx A edy x<0 i x#-3
ST e A L P I R
) fx)= x)=
1x—1, gdy |xt>l; 2911, gdy x>0 i x#3.
x
Jl+x—1 :
>— . :
3. Dla jakich a funkcja f(x)= ¥ ogdy x=old X0 jest ciagla

a, gdy x=0

w przedziale <—1; +00)?

LoX dla xeR\C

4’. Dla jakich a funkcja f(x)=4 ¢ 2 jest ciagta w punkcie x, = 1?

34a dla x=1

J1 —cos4dx dla

5. Dlajakich a funkcja f(x)= X x#0 jest lewostronnie ciggta w punk-
-Ja dla x=0
cie x,= 0?
x—ﬂ>tgx dla x#(2k+1)-Z, gdzie keC

6. Dana jest funkcja f(x) = ( 2
a+1 dla x:%.

Wyznacz te warto$ci a, dla ktorych funkcja ta jest ciagta w punkcie x = %
7. Zbadaj ciagtos¢ w punkcie x = 0 funkcji:

‘sin xz‘ dla x>0

1. 1
a) f(x)=40 dla x=0 b*)f(x):{OYS‘dnlY dlz x#0
a x=0.
1x—1‘ dla x<O0;
Sm% dla x<0
1
=2 dla 0<x<1
8" Dla jakich a, b, ¢ funkcja f(x) = X +x=2 jest ciagta w zbiorze R?
c dla x=1
2
x+(b=1)x=b da xs 1
x—1
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IV. Elementy analizy matematycznej

8. Wtasnosci funkcji ciaggtych

Wiemy, ze funkcja ciggta w przedziale (otwartym lub domknigtym) to taka funkcja, kto-
ra jest ciggta w kazdym jego punkcie. O jej wykresie mowimy wowczas, ze jest on linig cig-
gla (co intuicyjnie oznacza, ze nigdzie si¢ nie przerywa).

Poznamy teraz kilka innych wtasnoSci kazdej funkcji ciagtej. Sformutujemy je w posta-
ci twierdzen.

Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku)
Jezeli funkcja f okreSlona w otoczeniu U punktu x,jest w tym punkcie ciagta i dodat-
nia (ujemna), to jest dodatnia (ujemna) takze w pewnym otoczeniu V C U tego punktu.

Geometrycznie oznacza to, ze jezeli punkt P o odcietej x, wykresu funkcji f lezy nad (pod)
osig OX, to nad (pod) nig lezy takze pewien jego odcinek, zawierajacy ten punkt (ryc. 4.31, 4.32).

Y Y

N AL 4 -

Ryc. 4.31. Ryc. 4.32.

(J Dowdd. Rozpatrzmy przypadek, gdy funkcja f jest dodatnia w punkcie x, (W przypad-
ku, gdy ona jest w tym punkcie ujemna, dowdd przebiega analogicznie).

/(x,)

Poniewaz f (xo) > (), wigc przyjmijmy € = 5 Z ciggloscei funkeji f w punkcie x wy-
nika istnienie takiej liczby & > 0, ze dla wartoSci x spetniajacej nierownosé ‘ X = x()‘ < 8 zacho-

dzi nieréwnos¢ ‘f(x) —f(x(,)‘ < f(zxo), czyli nierowno$é —@ <f(x)=f(x,)< Six) (2x()>.

S(x,)

o . . f
Stad wynika, ze dla x,~ § <x <x + 8 jest f(x)—f(x,)>= 3 ,czyhf(x)>—§->()

i ostatecznie f(x)> 0.0

Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe takze wtedy, gdy punkt x, w ktorym funkcja f jest
ciagla, jest jednym z krancow przedziatu <a; b>, gdzie funkcja ta jest okreslona. Wowczas,
gdy x,=ai f(a)>0 (f(a) < O), to f(x)>0 (f(x) < O) dla wszystkich x wiekszych
od a1 dostatecznie bliskich a (ryc. 4.33 1 4.34).

y : Y
; /
Q . a .
0‘ @ qes\_S b X 0 ﬁ\/+5 b X
P
Ryc. 4.33. Ryc. 4.34.
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8. Wiasnosci funkcji ciagtych

Gdy za$ x,=bi f(b)>0 (f(b) < O), to f(x)>0 (f(x) < 0) dla wszystkich x mniej-
szych od b i dostatecznie bliskich b (ryc. 4.35 1 4.36).

Yﬁ Y

P
\ ﬁ a b

0 é\/b—éb X 0 / b6 X
' P

Ryc. 4.35. Ryc. 4.36.

Funkcja nieciggla w punkcie i dodatnia (ujemna) w nim moze mie¢ w dowolnym jego
otoczeniu warto$ci przeciwnego znaku niz w tym punkcie.

2x+1 dla x>0 v]
Przyklad 1. Funkcja f(x)=

-1 dla x<0
jest w punkcie x, = 0 dodatnia, za$ w dowolnym je- 14
go otoczeniu ma wartosci nie tylko dodatnie, lecz R
takze ujemne (ryc. 4.37). o X

_—.T_l
Ryc. 4.37.

Twierdzenie (o zerowaniu sie funkcji ciagtej)
Jezelifunkcja f:(a;b) — Rijest ciagla w przedziale (a; b), w ktorego kraficach przyjmu-
je wartosci przeciwnych znakow, czyli f(a)-f(b) < 0, to w pewnym punkcie x, wewngtrz-
nym tego przedziatu przyjmuje wartosc 0.

Geometrycznie oznacza to, ze wykres funkcji f ciaglej w przedziale domknigtym <a; b>,
ktorego punkty A=(a:f (a)) iB=(b:f (b)) leza po przeciwnych stronach osi OX, prze-

cina ja w pewnym punkcie wewnetrznym x, przedziatu (a; b) (ryc. 4.38 1 4.39).

Y Y

Hal =~y =10

> E b
X o a X”\I X

fo)- T I

Ryc. 4.38. Ryc. 4.39.

Dowdd pomijamy, gdyz wykracza on poza ramy naszego podrecznika.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Z twierdzenia tego wynika nast¢pujacy wniosek:
Whiosek. Jezeli funkcja f ciagta w przedziale (a; b) przyjmuje w jego kraficach rozne war-
tosci: f(a)=A, f(b)= B, to dla kazdej liczby C lezacej miedzy A i B istnieje taka liczba
€ (a;b), ze f(xo) =C.
O Dowdd. Przyjmijmy, ze A <B. Dla dowolnej liczby C € (A;B) rozwazmy funkcje
g(x)=f(x)—C. Funkcja g jest oczywiScie ciaglta w przedziale (a;b), a ponadto
gla)=f(a)-C=A-C<0,za$ g(b)=f(b)—C=B~-C>0. Wobec tego na mocy twier-
dzenia o zerowaniu sie funkcji cigglej istnieje taka liczba x & (a;b), ze g(xo) =0, czyli

f(x,)=C.0

Udowodniony wniosek mozna wyrazi¢ krotko: ‘
. . . . Y
Funkcja ciagta w przedziale domknigtym przybiera
kazda wartoS¢ posrednia migedzy swymi roznymi 1)
. ) ) y=fx)
wartoSciami na krancach tego przedziatu (ryc. 4.40).
Funkcja nieciagla w przedziale moze tej wlasno- ¢
sci nie miec.
Przyklad 2. Niech f(x)=[x|dlax € (0;2). Funk-  f)
cja ta przyjmuje w podanym przedziale tylko trzy 5 ' -
wartosSci: 0, 11 2. “@ X o Yo' b X
Twierdzenie o zerowaniu si¢ funkcji ciagtej po- Ryc. 4.40.

zwala wysnuc¢ kolejny wazny wniosek:

Whiosek. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych ma co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

U Dowdd. Niech f bedzie wielomianem stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczy-
wistych. Bez zmniejszenia ogolnoSci rozumowania mozemy przyjac, ze wspoOlczynnik
przy najwyzszej potedze zmiennej jest rowny 1 (dlaczego?). Zatem niech:

2n+1 2n-1
f(x) =x
a2n 0

2n-1
. 2n+l Ay a4, a -
Dla kazdego x # 0 mamy: f(x)=x 1+ +—5+ ...+ —,; + —,77 | Zauwaz-
X X X

2 2
+a, x"+a +...tax +ax+a.
2n 2 | 0

my, ze gdy |x| jest dostatecznie duze, to wyrazenie w nawiasie ma wartos¢ dodatnia. Wy-

starczy, 7¢| x| bedzie wigksze od kazdej 7 liczb: 2 (2n+1)[a, |, [2(2n+1)[a,, |
?/Wl, . 2n+12(2/7n+17>‘7a;, bo wtedy % < m,
ajc”{] 2(2rlt+1)""’ x?’?“ <2(2rlz+1)iWObeCtegO:
% + a—xz;l +..+ % <(2n+1)-m2%8ta{d:
a%+%++ <] B+ % ot |l <L ey
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8. Wtasnosci funkcji ciggtych

.1 Gy Gana 4y 3
Z,WIQC§<1+T+?+...+;2—”+‘T<§.

a a
—%<—5§i+2—”2“+...+
X

a4y 1

2n+1 <

Zatem, gdy &x\ jest dostatecznie duze, to f (x) jest takiego znaku jak x" o znaczy
ujemnego dla x < 0, dodatniego za$ dla x > 0. A poniewaz f(x ) jest funkcja ciagta

w zbiorze R, wiec dla pewnego x przyjmuje wartos¢ 0. U
Oto kolejne twierdzenie, ktore przyjmujemy bez dowodu.

Twierdzenie
Kazda funkcja ciggla w przedziale domknietym <a; b> osigga w pewnym jego punkcie
x, warto§¢ najmniejsza i w pewnym jego punkcie x, warto$¢ najwicksza.

Mowigc krocej: Kazda funkcja ciagla w przedziale domknigtym ma w tym przedziale
zardwno wartos$¢ najmniejsza, jak i wartos¢ najwicksza. Wartosci te moga by¢ przyjmowa-
ne i na krancach tego przedzialu i wewnatrz niego (ryc. 4.4114.42).

Y| Y
y=fx)
. ;

Ol a=x n=b X 0 X
Ryc. 4.41.

Punktow, w ktorych jest przyjmowana kazda z tych wartosci, moze by¢ wigcej niz jeden,
a nawet moze by¢ ich nieskonczenie wiele.

Na przyktad:

— funkcja f(x) =x" w przedziale (—2; 2) przyjmuje wartos¢ najwigksza rowng 4 w punktach
x,==21ix,=2, awarto$¢ najmniejsza 0 w punkcie 0.

— funkcja f(x)=2x~- 3w przedziale (-1 3> przybiera warto$¢ najmniejsza —5 w punkcie
x =—1, a warto$¢ najwieksza 3 w punkcie x = 3.

Zalozmy, ze f jest funkcja ciagla w przedziale <a; b> i nie jest funkcja stala. Niech m
oznacza jej warto$¢ najmniejsza, za$ M — warto$¢ najwieksza w tym przedziale. Oprocz m
i M funkcja ta przybiera w tym przedziale jeszcze wszystkie wartosci poSrednie mig¢dzy ni-
mi i tylko te wartoSci. Zbior wartosci funkcji f jest wigc przedzialem <m; M > Zatem zbio-
rem wartosci funkcji ciaglej w przedziale domknigtym jest:

— przedzial domknigty, gdy ona nie jest stafa;
- zbidr jednoelementowy, gdy jest ona funkcja stata.

Na przyktad:

— zbiorem wartosci funkcji f(x) = x” w przedziale (~1;2) jest przedziat (0; 4);

— zbiorem wartosci funkgji g(x ) =—2x + I w przedziale (0; 2) jest przedzial (~3; 1).
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Pytania i zadania

1. Podaj twierdzenie o lokalnym zachowaniu znaku funkcji ciggle;j.
Sformuluj twierdzenie o zerowaniu si¢ funkcji ciagte;.

Podaj twierdzenie o wartoSciach posrednich funkcji ciagte;.
Omow zbior wartoSci funkcji cigglej w przedziale domknigtym.

PR S

Jakim zbiorem moze by¢ zbior wartosci funkcji ciaglej w przedziale otwartym? Zilustruj
to przyktadami.

6. W ktorym z przedziatow: (—4; =3),(=3; =2),(=2; =1),(-1; 0),(0;:1),(1;2),(2; 3) wielo-
mian f(x) =x"=3x +x’ - 6ma pierwiastek?

7. Wykaz, ze wielomian W (x ) ma w podanym przedziale pierwiastek, gdy:
a) W(x) =x'=3x- L, xe <1;2>; b) W(x) =x x4+ 2, x € <—2;O>;
OW(x)=x"-2x"+2, xe(-1;1),

8. Czy funkcja:

x dla 0<x<1 0 dla x=0
a) f(x)= b x)=
2 x=1 ) 7(x) Lodla 0<x<1

ma w przedziale (0; 1) wartosci: najmniejsza i najwicksza? Odpowiedz uzasadnij.
9. Wykaz, 7e wielomian W(x) = 10ax"~ 4ax’+a’x*+ 6x — 2 maw przedziale (0; 1) pier-
wiastek rzeczywisty dla kazdej wartosci a.
10". Udowodnij, ze dla kazdej liczby dodatniej a rownanie x”+ (a+2) x*~x — 3a= 0 ma
trzy pierwiastki rzeczywiste.

117. Udowodnij, ze dla dowolnych roznych liczb rzeczywistych a, a,, ..., a, rOwnanie

X%% + 7—_172 +...+ x—#a” =0 ma n — 1 pierwiastkOw rzeczywistych.

12". Funkcje f:<a; b> - R i g:<a; b> — R sg ciagle w przedziale <a; b> i spelniajg nierow-
nosci: f(a)<g(a) i f(b)>g(b). Udowodnij, ze w pewnym punkcie wewnetrznym
przedziatu <a; b> funkcje te przyjmuja wspdlng wartos¢.

13". Udowodnij, ze jezeli funkcja f:(a;b) — (a:b) jest ciagla w przedziale (a;b), to ma
w nim punkt staly, to znaczy istnieje w tym przedziale taki punkt x , ze f (x0> =X,

14°. Czy przedzial <O; 1> mozna rozbi¢ na takie dwa niepuste i rozlaczne zbiory A i B, aby
istniata funkcja ciggta f:(0; 1) — (0; 1) spetniajaca warunki:

L. f(a) € B dla kazdego a € A, 2. f(b) € A dla kazdego b € B?
Odpowiedz uzasadnij.

15". Udowodnij, Ze jezeli funkcja f jest ciagta w punkcie x, a funkcja g jest ciagla w punkcie
v,=f (xo ), to funkcja g « f (zlozenie funkcji f i g) jest ciggta w punkcie x,.

16". O funkeji f: R — R wiadomo, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > 1 funkcja g: R — R
okreslona wzorem g(x ) = f(x) +f(ax)jest ciagla w zbiorze R. Udowodnij, ze funkcja
f jest takze ciggla w zbiorze R.
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9. Pochodna funkcji w punkcie i jej interpretacje

17". Funkcja f:R—R jest ciagta w =zbiorze R i spelnia warunek:
F(2)+£(5)<7<f(3)+f(4). Wykaz, ze istnieja takie liczby rzeczywiste a i b, ze
a+b=Tif(a)+f(b)=T.

18". Funkcja f: R — R jest ciagla w zbiorze R i okresowa o okresie ¢ # 0. Udowodnij, ze ist-
nieje takie x, € R, ze f<x0+ %) :f(xo).

19. Funkcja £:(0; 1) — R jest ciagta w przedziale (0; 1) i spelnia warunek f(0)=f(1). Udo-

wodnij, ze istnieje taka liczba x € <0; %>, 7e .f(‘x()_'— %) :_f(xo).

20", Dane sa funkcje f:R — R i g:R — R, ciagle w R i majace miejsca zerowe. Udowod-

nij, ze jezeli funkcja f— g nie ma miejsc zerowych, to funkcja f+ g ma miejsce zerowe.

21"". Dana jest taka funkcja f: R — R, ktora jest ciagta w R i spelnia warunki: /(1000) = 999,
f(x)-f(f(x))=1dlakazdego x € R. Oblicz f(500).

22", Udowodnij, ze kazda funkcja ciggta i réznowartoSciowa w przedziale jest w nim monotoniczna.

9. Pochodna funkeji w punkcie i jej interpretacje

Majac dang funkcje f/ zmiennej x, okreslona w przedziale X, i dwa rozne punkty x i x,,
z tego przedziatu, utwOrzmy wyrazenie:
(x)-f ( x,)

(%) %0—“

gdzie rdznice f(x) -f (xo) nazywamy przyrostem wartosci funkcji (lub przyrostem zmien-
nej zaleznej), roznice x — x, — przyrostem argumentu (lub przyrostem zmiennej niezalez-
nej), ich iloraz () za$ — ilorazem réznicowym. Przyrost wartoSci funkcji moze by¢ dodat-
ni, ujemny lub zerowy, a przyrost argumentu — dodatni lub ujemny.

Przy ustalonym x i zmiennym x iloraz roznicowy (=) jest funkcja zmiennej x # x,. Je-
§li ma on w punkcie x, granicg wlasciwa, to granice t¢ nazywamy pochodna funkcji f
w punkcie x, i oznaczamy symbolem f" (xo). Tak wiec:

x) —
)= tim T
O funkgji f majacej pochodna w punkcie x, mowimy, ze jest rézniczkowalna w tym punk-
cie. Funkcje majaca pochodna w kazdym punkcie pewnego przedzialu otwartego nazywamy
funkcja rézniczkowalng w tym przedziale. Pochodna funkcji w danym punkcie x  jest liczba.
Przyporzadkowanie kazdemu punktowi x wartosci pochodnej f'(x) nazywamy pochodna f'
funkcji f. Wyznaczanie pochodnej funkcji okreslamy tez mianem rézniczkowania tej funkcji.
Przykiad 1. Oblicz pochodna funkeji f(x) = ax w punkcie x,.
Rozwigzanie:
Zgodnie z okresleniem pochodnej funkcji w punkcie:

S(x)=f(x,) i 94X A%

, .
X >:llm p— Ty =3
I < o) =00 X=X, X=X,

Odpowiedz: f'(xo) =a.

. X=Xy
—llma'x_—xo—a.

X=X X=X,
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IV. Elementy analizy matematycznej

Przyklad 2. Wyznacz /'(1), jesli f(x) = 2x° - x.
Rozwiazanie:

Korzystajac z okreSlenia pochodnej funkcji w punkcie, otrzymujemy:

S x-) =21 2x a1

f‘(l>:x1~l x—1 S kel x—1 x—1 x—1
2x+1 -1
i DY ey oa
x—1 X 1 x—1

Odpowiedz: f'(1) = 3.

Jezeli iloraz réznicowy %@ ma w punkcie x granicg jednostronna, to te gra-
nic¢ nazywamy pochodnag jednostronna funkcji /' w punkcie x i oznaczamy ja odpowied-
nio symbolem f '+(x0) — pochodna prawostronna, i f '_(xo) — pochodna lewostronna.
Tak wiec:

f (X ) _i: (x 0)

. i . .
f'+(x0>:11m+x_—xo, fL()C()):lll'nﬁ X )

P X xy

Funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozniczkowal-
na w tym punkcie prawostronnie i lewostronnie i obie jej pochodne jednostronne w tym
punkcie sg rowne.

Funkcje nazywamy rozniczkowalna w przedziale domknietym <a; b>, gdy jest: roznicz-
kowalna w przedziale otwartym (a; b), prawostronnie roézniczkowalna w a i lewostronnie
rozniczkowalna w b.

Udowodnimy teraz twierdzenie ustalajace zwigzek migdzy ciggloScia i r6zniczkowalno-
Scig funkcji w punkcie:

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, to jest ciggta w tym punkcie.

UJ Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego x # x,, zachodzi rownosé:

f ( x) = %ﬁf%) ~ (x - xo) +f (xo ) Poniewaz z zalozenia istnieje granica:
lim %ﬁf%) (rowna f'(xo)) oraz lim (x - xo> =0, wigc:
f(x) —f(x()

lim f(x) =lim —x=x, (x —x()) + f(xo) :f'(x()) -0 +f<x0) =f<x0>.

X=Xy X=X

To za$ dowodzi cigglosci funkeji f w punkcie x,. (J
Udowodnione twierdzenie mozna tez sformutowac nastgpujaco:
Ciaglosc funkcji w punkcie jest warunkiem koniecznym jej rézniczkowalnosci w tym punkcie.
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9. Pochodna funkcji w punkcie i jej interpretacje

Inaczej mowiac, jesli funkcja nie jest ciaglta w danym punkcie, to nie ma pochodnej
w tym punkcie. Warto zauwazy¢, ze twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdzi-
we. Funkcja ciggta w danym punkcie moze nie by¢ w nim rézniczkowalna.
Przyklad 3. Funkcja f(x) = ]x‘ jest ciagta w punkcie x = 0, ale nie jest w nim r6zniczko-
walna, bowiem:

f'+(0)=hm+f(xx)_€( ) ‘ ’_l |—1m} il h +%zl,zaé:
£'(0)=1lim f(XX:J(;(O) PO|XI IO()’_}H?@:hm e -

x—0

Interpretacja geometryczna pochodnej

Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale (a:b), x, — ustalonym punktem tego prze-
dziatu, za$ x — dowolnym punktem tego przedziatu, r6znym od x,. Rozwazmy wykres tej
funkcji (ryc. 4.4314.44):

feo)
ST~

/ " F(x0) fx) | f(x)
a : ! | ;
Ol a X X b x 0
Ryc. 4.43. Ryc. 4.44.
N ) =s ) -
a danego x # x, iloraz roznicowy —x=x, jest tangensem kata f3, jaki tworzy

sieczna przechodzaca przez punkty A = (xo ; (xo)) 1A= (x; f (x)) z dodatnim kierunkiem
osi OX — jest to tak zwany kat nachylenia tej siecznej do osi OX.

Rzeczywicie, w trojkacie prostokatnym A  A'A mamy: AjA' =

= ‘f(x) —f(xo)’ i wowczas w przypadku, gdy 3 jest katem :
a) ostrym (ryc. 4.43):

v f(x) = flxg x)=f(x,
tgﬁ:fﬁx':{ (\j—fcf\ )\:lf( )]Z( )

b) rozwartym (ryc. 4.44):
tg(180° =) = A"

1)=1x)

zetg f=—~=

f<x) _f(xo)

== x=x, skad wynika,
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Gdy x — x,, to punkt A zbliza si¢ do punktu A , zas sieczna obraca si¢ dokota punktu A .

Jedli istnieje £ (x 0 ), to wspolczynnik kierunkowy s(i)ecznej dazy do f' (xo ) Zatem sieczna zbli-
za sie do prostej o rOwnaniu y — f(xo) =f" ( x0)<x - xo), przechodzgcej przez punkt A . Pro-
sta t¢ nazywamy styczna do wykresu funkcji f w punkcie ( 0 '(xo)) (prosta s na ryc. 4.44).
Oznaczajac przez & jej kat nachylenia do osi OX, otrzymujemy réwnosc f'(xo) =tga.
Tak wigc:

Pochodna funkcji f w punkcie x  rowna jest tangensowi kata «, jaki styczna do wykresu\
funkeji f w punkcie (xo ;f(x())) tworzy z osig OX zwrocong w kierunku dodatnim.

Styczna ta ma rownanie:

(+)y —f<x0> =f'(x0)<x—xo).

N Y,

Przykiad 1. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = x’w punkcie P=(1;1).
Rozwiazanie:
Mamy dane: x = 1, f(x0> = 1. Obliczmy f’(xo).

£1(1) = lim f(xx)__{(l) i X = = lim (x+1)=2.

x—1 -1 x—1 X
Roéwnanie stycznej jest wige nastepujace: y — 1 =2(x—1), czyliy=2x— L
Odpowiedz: y=2x— 1.

3
X

[OSTEE

Przykiad 2. Wyznacz kat o nachylenia do osi OX stycznej do wykresu funkeji f(x) =
w punkcie P = <1;%—>.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze tangens tego kata jest rowny f'(1). Obliczmy f'(1):

I R 1 B it S I SRR CEl) G e
frQ)=lim == = lim S =lim 3 Ly =lim g X1 -
=lim 3(x*+x+ 1) = Lleslitgo= 1, to o= 45",

Odpowiedz: o = 45°.

Interpretacja fizyczna pochodnej
W ruchu jednostajnym punktu materialnego droga s przebyta przez ten punkt w czasie ¢
jest wprost proporcjonalna do 7. Znany wzor s = v - t ukazuje, jak zmienia si¢ s, gdy 7 rosnie,
oraz jak tatwo wyznaczy¢ predkoS¢ v tego ruchu. Gdy do chwili 7 punkt przebyt droge s
s—s
zas do chwili 7 — droge s, wowczas predkosé punktu v = t——to
0
Rozwazmy teraz swobodny spadek ciala, w ktorym przebyta droge s obliczamy ze wzo-

0’

rus(r)= %g[z, gdzie g — to przyspieszenie ziemskie, za$ 7 — czas. Aby si¢ dowiedzie¢, jaka
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9. Pochodna funkciji w punkcie i jej interpretacje

jest predkos¢ w tym ruchu, rozpatrzmy drogi s i s tego ciala w chwilach 7, i ¢. Oczywiscie,

mamy wzory s (7, ) = %gti is(r)= —%—glz. Zatem w czasie od ¢, do f ciafo to przebywa dro-
ge s —s,= %gl2 - %gtoz.
Na pytanie o predko$¢ ruchu tego ciata trudno byloby odpowiedziec tak, jak w przypad-

; g (t +t ) zmienia si¢ w roznych chwilach cza-

s=
ku ruchu jednostajnego, gdyz iloraz 5

Py

su, nie mozna wiec okresli¢ pr@dkosm Iloraz ten trzeba by przyjac za predkos¢ Srednig ru-
chu w czasie od 7, do t. Oczywiscie, nie bedzie on charakteryzowa¢ zmian ruchu ciala
w czasie miedzy i1, gdy réznica t — f, bedzie duza. Iloraz ten mozna w przyblizeniu przy-
ja¢ za predkos¢ ruchu w chwili 7, dopiero wtedy, gdy roznica ¢ -1 jest odpowiednio
mata. Przyblizenie to bedzie tym dokladniejsze, im czas ¢ bedzie blizszy 7. Stad tez pred-

s(1)=s(t)

koS¢ v (t) ruchu ciafa w chwili 7, okreslamy jako granice ilorazu —=i, gdyt — ¢, czy-

li pochodna funkcji 5( ) w punkcie 7. Tak wiec v( ) lhrg M =s' (to )
Pytania i zadania
1. Co to jest iloraz roznicowy funkcji f w punkcie x, dla przyrostu x — x?
2. Podaj definicj¢ pochodnej funkcji f w punkcie x.
3. Co to znaczy, ze funkcja jest rozniczkowalna:
a) w przedziale otwartym,
b) jednostronnie w danym punkcie,
¢) w przedziale domknietym?
4. Jaki jest zwigzek ciaglosci funkcji w punkcie z jej rézniczkowalnoscig w tym punkcie?
5. Zinterpretuj pochodna funkcji w punkcie: a) geometrycznie; b) fizycznie.

6. Na podstawie definicji oblicz f ‘(xo ), gdy:

a) f(x)=-3, x,=2 b) f(x )=x2, x,==1; 9) f(x):zx3 x,==2;
d) f(x)=/x, x,= 4 e) f(x)=% é, f) f(x)= Xtcl’ x,= 1

g) f(x):xz—x, x,=0; h) f(x):«/x 1, x,=3.

7. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie P, gdy:
) f(x)=4 P=(1;1),  b) f(x)=/x, P=(4:2)
¢) f(x)=x", P=(~1;-1)d) f(x)=x", P=(-1:1).

8. Zbadaj rdzniczkowalnos¢ funkeji f w punkcie x, gdy:

a)f(x):X'|X, x,=0; b)f(x>:
0 /()=

, x,=—1

, x,=0; d) f(x)=|x—1/x, x,= 1

147

&N



IV. Elementy analizy matematycznej

2x2—1, gdy x<0 x+1, gdy x<-1

e) [(x)=1_ D)=y
5 gdy x>0,x,=0; —x —x, gdy x=>-l,x,=-

x4z, gdy x<0

g) f(x)= hy f(x)=]x=1]-¥x, x,= 0.
2x, gdy x=0,x,=0;

9. Wyznacz f'(a), jesli f(x)=(x—a)-g(x)igjest funkcja ciagta w punkcie a.
10. Funkcje f 1 g sa rozniczkowalne w punkcie a. Oblicz granice:

A gl@) (@) 8(x)

X—a xX—da

11. W jakim punkcie nalezy poprowadzi¢ do wykresu funkcji f (x) =x'—2x styczna, aby
byla ona rownolegta do prostej o rownaniu y =—2x?

12", Funkcja f: R — R jest r6zniczkowalna w x, = 0 oraz f'(xo) # 01 spelnia dla kazdego

X € R warunek f (ax) =b-f (x), gdzie a 1 b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi
10 # ‘a’ # 1. Udowodnij, ze a = b.

10. Dziatania arytmetyczne na funkcjach rézniczkowalnych
Udowodnimy teraz kilka twierdzen ufatwiajacych obliczanie pochodnych.

Twierdzenie 1.
Pochodna funkgji statej jest rowna zeru:

(c)'=0.

O Dowod. Niech f(x) = ¢ dla kazdego x € R. Wowczas dla kazdego X, € R mamy:

I'(x,) = lim %: lim +—=0.0

Xa.x'o X".\'O 0

Na przyklad jesli f(x)=5,to f'(x)=0.

Twierdzenie 2.

Jezeli f jest funkcja rozniczkowalna, to iloczyn ¢ - f, gdzie ¢ jest ustalona liczba rzeczy-
wista, jest funkcja rézniczkowalng i zachodzi wzor:

(¢ f)'(x)=cf'(x)

0J Dowdd. Niech f bedzie funkejg rozniczkowalng w punkeie x,. Wowezas (¢ -f)'(x,) =

—lim (Cf>< ) (Cf)<xo) ~ lim Cf(X)-Cf(XO> = lim ¢ f(x) _f<x0)

_ — _ = R '(x ).D
X=X, X() X=X X ‘x() X=X X xo f 0
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10. Dziatania arytmetyczne na funkcjach rdzniczkowalnych

Twierdzenie 3.
Jezeli funkcje f i g s3 rozniczkowalne w punkcie x ,, to suma f + g takze jest funkcja roz-
niczkowalng w tym punkcie i zachodzi wzor:

(f +8) (%) =F'(x0) +8'(x,)

(J Dowdd. Korzystajac z definicji pochodnej i twierdzenia o dziataniach arytmetycznych
na granicach funkcji, otrzymujemy:

(F+8) ()= lim (f+8)(xz:§(.:'+g)(xo) i F(x) +g( );_( X‘EXO) +a(x))
~lim (f X _f(xo)>j<g<x)—g<xo>> . f(X :f(x()> 4 gl x :g<x()> _
:}er\{)&)z—_‘%m +}¥3)%§fw :f‘(xo)+g‘(xo)‘ O

Przyktadowo: (2x'+ 3x2>' = (2;\*3)‘ + (3x2)‘ = 2(x3>‘ + 3<x2)| =
=2 3x"+3- 2x:6x2+6x=6x(x+ 1).

Twierdzenie 4.
Jezeli funkcje fi g sg rozniczkowalne w punkcie x, to roznica f — g jest takze funkcjg
rozniczkowalng w tym punkcie i zachodzi wzor:

(= (’%) :f‘<x0> —8'(%,).

(J Dowod. Twierdzenie to wynika jako wniosek z twierdzen 2. i 3. Mamy bowiem:
(/=) (x)=[f(x)=g(x)] = [£(x)+ (=D g(x)] =r"(x) +[(-1) g(x)] =
=)+ (=1)g'(x) =" (x) = g'(x). T

Na przyklad: (x*=5x) =(x7) = (5x) =2x-5.

Twierdzenie 5.
Jezeli funkcje f i g sa rozniczkowalne w punkcie x,, to iloczyn f - g jest funkcjg roznicz-
kowalna w tym punkcie i zachodzi wzor:

(f'g)'(xo) :f'(xo) ' g(XO)+ f(xo) ' g'<x0)'

(J Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3. skorzystamy z definicji pochodne;j
i z twierdzenia o dzialaniach na granicach funkcji:

(fg)(x) B (f-g)(x())

= =1 = =
X=X, X=X,

X=X,

f(x)g(x) —f(xo)g<x) +f<x0)g(x) —f(x0>g(x())

X=X,

(f'g)‘(xo): lim

X =X 0

= lim -

X — .X‘()
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:th[xlo X=X, -
i | /() £ (x s(x)8lx) |-
=lim (x—Xo( 2 g(x)+£(x,) : X—Xf J)-
EAG L S PN et SO

(X _f<xo) B

:.f'('x()) ’ g('x()) +f<'x0) ’ g'< ) gdyz z Zaiozen]a hm XX, 'x() _.f'(‘x()>

i lim %ﬁfw = g'(xo) oraz lim g(x)= g(x() ), co z kolei wynika z ciggtoSci funk-

cji g w punkcie x, (rozniczkowalnej w tym punkcie). (J
(xz— Zx) ‘xT = (xz— 2x)' X+ (xz— 2x> : (x3)' =

=(2x- 2)x3+<x2— 2x> Bxi=2x 20+ 3x —6x= 55" - 8x”.

Przyktadowo:

Twierdzenie 6.

Jezeli funkcje f'i g sa rozniczkowalne w punkcie x  oraz g(xo) # 0, to iloraz % jest funk-
cja rozniczkowalna w tym punkcie i zachodzi wzor:
(i>'(x )= F(x0) - 8(x0) = (%) 8'(%,)
b ;
(8(x0))

(J Dowod. Na mocy definicji pochodnej i twierdzenia o dziaianiach na granicach funkcji

x,)
( )x (g) _ )_(Jgp(<x0)

0trzymujemy:(£>'<x ):}‘K‘U =X Y "o =% =
f(x)g(x())—f(xo)g(x)
—~lim g(x)g x()) — lim f(x)g(xo) —f(xo)g(x) _
o % T (X—Xo)g x)g(x0>
(X)g(xo> f(x(,)g(x(>+f x(,>g(x(,)—f(x0)g(x) _

:}ljrju (x—xo)g(x gl x,
=lim f(x _f<x(>) | f(XO) g(X —g(x()) =
v, X g(x) é’(X)g(Xo) T
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x . . .
5 ~g'(x0) = 5 , gdyz z zatozenia:

_S(x) = f(x x)—glx
thrxlo ( z_xf 0) ‘f'(xo) i 3152) L 0)2 |(x0)’
g(x()) # Ooraz lim 1 .1 (funkcja g jako rézniczkowalna w punkcie x, jest w tym

wxg(x) g(x,)
punkcie ciggta). O
Na przyklad:
(x-1y:(x—0“2x—(x—1%(20':P2X—(X-U'2:2x—zx+2: 2 1
2x (2x)2 4x° 4x° 4x° 2x"
Udowodnione twierdzenia 3—6 zapamigtajmy jako twierdzenie o dzialaniach arytmetycz-
nych na funkcjach rézniczkowalnych, wyrazone wzorami:

2

[£(x) + ()] =1 '(x) +2'(x),

Na koniec podamy jeszcze kilka wzoréw na pochodne funkcji elementarnych.

o1

Twierdzenie 7.
Pochodna funkcji potegowej f(x ) = x“ wyraza si¢ wzorem f'(x)=ax

Z okreSlenia funkcji potegowej wynika, ze podany w tym twierdzeniu wzor zachodzi:
a) dla kazdego x € R, gdy a € N (przy dodatkowej umowie, ze 0° oznacza liczbg 1);
b) dla kazdego x # 0, gdy o € C;
¢) dla kazdego x > 0, gdy ¢ € R\ C.

Dowod tego wzoru dla o € N mozecie przeprowadzi¢ samodzielnie, stosujgc zasade in-
dukcji matematycznej. Teraz udowodnimy go, korzystajac z definicji pochodnej i wzoru

soe . k k
na réznice a — b . Dla dowolnego x, mamy:
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_ a- + 2 + - 2 a-2 a-1
i X x0> X X Xyt X x0+ +x X, X,
= l1m — =
X=X X 'x()
. a a-2 a-3 2 a-2 a-1
= lim (x +x X, X Xot+ ... +x-x; “+x, >—
X*»X‘
_ (x—1+ a=2 + a-3 2+ + ) a—2+ o-1_ o-1
=X X Xy T Xy Ko T TX X Xy —O(xo

Gdy x € C_to—a € N, 1 wowczas na mocy udowodnionego wzoru na pochodng funkcji
potegowej o wyktadniku naturalnym i wzoru na pochodna ilorazu dwoch funkcji
otrzymujemy:

(1) "1 () _0x “tax

P)=(x) = La) = =i -

] 1 1 1

—_ o_ @ T no__ a1
f(x,) = lim /) 2/ (x) = lim e = lim el = im0 =
: 0 X=X, X -—'XO X=X X _X() X=X X “.X'O X=X, 1 ! i)”
n) n
X XO
1 1
. x"=x
= lim =
X=X, 1 1 n—1 1 n=2 | n=2 1 n—1
<xn_x(;l> <.X”> +<X”> X”'l" +xn<xon +<x0n>
. 1 1
= lim — = — =
xw,\-()( L)n—l ( 1)n 2 1 11 n-=2 1 n—1 ”,ll
x") +\xt) xS+ rx x)) +Hlx nx,
1 1 1 ol
-n I*L ﬁx() =Qax
xo n

f'<x):“ml X=X = -
0 X=X 0 X=X, 0 xaxo< L) 1 X=X, ( L) 1
X” — x/l Xn — X(;I

ox T x " oex o xx "
_}Ln;l n-1 n-2 1 1 n-2 n-1 =
Poxttx T oxl ot x " "
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10. Dziatania arytmetyczne na funkcjach rézniczkowalnych

m—1 m=2 1 1 m—=2 m=1 m—1
n . n n m—1 —1
_X() +x X()‘f‘ +x X +Xx m-Xx _m 7 —”” _
- n—1 n i 1 n—2 n—1 n-1 — N x() -
n N Al n . n n . n
X() +X0 ‘XO +...+X() X +XO n X()
m—1-n+1 m-—n m m_ -1
_ n _ . no o n _ -
IR =7 X n X =ax

Pomijamy dowod, gdy o jest liczba niewymierna.
Na przykiad:

Twierdzenie 8".
Pochodne funkcji trygonometrycznych wyrazaja si¢ wzorami:

1. (sinx)' = cos x dla kazdego x € R;

2.(cosx)' =—sinx dlakazdego x € R;
3.(tgx) = dlax¢(2k+l) , gdzie k € C;
cos’x
4. (ctgx)' = dla x # km, gdzie k € C.
sin’x

O Dowod wzoru 1. Niech f(x) = sin x. Wowczas dla kazdego x,& R mamy:
X=X xX+x
o . f(X) —f(x . sinx—sinx ~ 2sin 0. cos z
A (x0> = lm x—x( 0> Lm = = lim 2X—X0 2 _

X—X 0 0 X—X 0 0 X=X

sin" 5™ ypx, osins 5t x+%, |
x—x, COS—5 =lim ——=3—"lim cos 5 =1-cos x,= cos x,, gdyz

X=Xy 0 X=X

X—X sin

o 0 o o) , L

jeslix — x, to 5 0, a co za tym idzie, —=5— X 1. Gdy zas$ x — x, to rOwniez
2

X +x, x+x,
T x,, skad na mocy cigglosci funkgji cosinus cos 5 — COS X,

Dowdd wzoru 2. przebiega analogicznie. Stosujac wzor na pochodng ilorazu dwoch funkcji,
otrzymujemy:

(tgx)'—(smx>': (sinx)'-cosx —sinx-(cosx)' :cosx'cosx—sinx-(—sinx)

COS X 2 : B
cos X cos x
cos x +sin’ 1 T
=SS ATSIE = — dla kazdego x # (2k + 1) 5, k € C, zas:
cos x Cos X
' . . 1 . .
(ctgx) (cosx) (cosx) -Smx—COSX'(Smx) _ —sin Xx-Sin X — COS X COS X _
— = . 2 -
sSin X sin x Sin X
.2 2
__ s X_+2COS X _12 dla kazdego x # k7, k€ C.(J
SIn x sin X
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Oto przyktady pochodnych funkcji trygonometrycznych:

(Sin2x>'Z(sinx-sinx)'Z(sinx)'~sinx+sinx-(sinx>'=2<sinx)'-slnxz
=2 cos x-sin x =sin 2x;
( 1 >_(l)'<cosx—1~(cosx)'_—1~(—sinx)‘Smx_

cosx | — 2 - 2 - 2 >
/ COS X COoS X COS X

(tg2x>‘=(tgx-tgx)‘:2tgx~(tgx)':2tgx~#2= 2tg2x;
cos'x  cos x

(xctgx)':(x)'-ctgx+x~(ctgx)':1-ctgx+x<— L ):
sin”"x

—cto x — — _cosx-sinx—x _sin2x—2x
=clgx 2 2 = . 2 .
sin” x sin” x 2sin” x

f\:’é:;\‘% Pytania i zadania

1.

3*

Podaj twierdzenie o pochodne;j:

a) sumy, roznicy i iloczynu dwoch funkcji, b) ilorazu dwoch funkcji.
Podaj wzory na pochodne funkc;ji:

a) potegowej, b") trygonometrycznych.

. Podaj przyktady pochodnych funkcji trygonometrycznych.

f(x)

. Styczne do wykresow funkeji y = f(x), y=g(x)iy= Ww punkcie x, = 0 przecinaja o§

OX pod tym samym katem. Wyznacz najwigksza wartos¢ f (0).

11. Obliczanie pochodnych wielomiandw i funkcji wymiernych

Najpierw jednak zauwazmy, ze jesli f(x)=a,x"+a,

Zastosujmy poznane twierdzenia w zadaniach i w tym celu przeSledZzmy kolejne przyktady.

to zgod-

-1 2
X"+ ta,x +ax+a,

-1

nie ze znanymi juz nam regutami rozniczkowania otrzymujemy:

n-1

. n 2 !
f'(x)z(arlx +a, x' .. tax +a1x+a0> =
1

o) e ) ) ) ()

1 1\ ! 2\ ! |
:a<x"> +a7<x" )+...+a<x>+a(x) +0=
n n-1 2 1

i1 -1
=na,x" +(n-1)a, x" +..+2a,x+a,

n—1

Przykiad 1. Wyznacz f'(x), jesli f(x) =—3x 42— %xz— L

Rozwiazanie:

£i(x)= (—3x4+ 25" - 4 a7 1)' =(-3x") + (24) - (%;f) —(1) =—12x+ 6x"—x.

Odpowiedz: f'(x)=-12x"+6x"—x.

154



11. Obliczanie pochodnych wielomianow i funkcji wymiernych

Przykiad 2. Wyznacz pochodng funkcji f(x) = (xz— 3x+ 2)<x3 —4x+ 3).
Rozwiazanie:

Sposéb pierwszy. Stosujemy wzor na pochodna iloczynu funkcji:

F(x)=(x"=3a+2) (- dx + 3)+(x7- 3+ 2) (a4t 3) =

=(2x=3)(x'— 4x+3) + (7= 3x+2)(3x7 - 4) =

=ox =8+ 6x—3x + 12x -9+ 3x —4x’—9x + 12x +6x°— 8 =

=5x'—12x = 6x°+30x - 17.

Sposob drugi. Poniewaz:

f(x)= (xz— 3x+ 2)(x3— 4x + 3) = = 3xt—2x 1557 = 17x + 6, wice

i(a)= (2= 3" =20+ 1527~ 172+ 6) =

=(x7) = (32") = (2x7) #(1527) = (172) +(6) =5x" = 120"~ 6x"+30x =17
Odpowiedz: f'(x)=5x"~12x"=6x"+30x - 17.

2
x —x+1

Przyklad 3. Wyznacz pochodng funkeji f(x) = =— .
i

Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem na pochodna ilorazu funkcji dla kazdego x € R\{—Z, 2} mamy:
2 C o (xP=x+1 (x'=4)=(x"=x+1)(x"-4 '
f.<x):<x-2x+1):( ) ) (ot )e)
x -4 <x —4)

2 —8x—x+4—2x +2x —2x_x —10x+4
- Ed

_(2x— 1)(x2—4)—<x2—x+ 1>2x_

(x*-4) : (x*-4) (x*-4)

2
Odpowiedi:f‘(x):X<LOX>+24 dla x#-2 1 x#2.
x -4

(2 - x2>(3 - x2>
Przyklad 4. Oblicz pochodna funkeji f(x) = :

(1-x)
Rozwigzanie:
Obliczmy najpierw pochodne licznika i mianownika podanej funkcji wymierne;j:

(=3 )| =20 (57423 =
:—2x<3 —xz) + (2 -x*)(-2x) :—2x(3 —x*+2 —x2) :—2x(5 _ sz);

(1-x)

':[(1 —x)(1 —x)]'=2(1—x)-(l—x)’=—2(l —x). Zatem:
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IV. Elementy analizy matematycznej

!
2

f'(x)= <2_X2)<3_X2> :[(2_962)(3_’(2)]'(1_X>2_(2—X2><3—x2)- (1-x) _
(l_x)z (1_x>4

~2x(5-207)(1-2) = (27 )(3 -7 )(-2(1 - x))

1

- (1—x)4
2(1 _x>[_x(5 —2x7)(1-x) + (2-27)(3 —xz)]

(1-x)

2(—5x+5x2+2x3— 2t 6-2x" - 3x2+x4) 2<—x4+ 2% - 5x+6)

(1-x) (1-x)

2(—x4+ 2x = Sx+ 6)
Odpowiedz: f'(x)= 3 dla x # 1.

(1-x)

Przyktad 5. Wyznacz pochodng funkcji f (x) =

RJH
+
o
+
=]

Rozwiazanie:

Zapiszmy najpierw wzor funkcji f w rownowaznej i dogodniejszej dla obliczen postaci:
flx)= x T+ x T+ x 7 Wowezas, stosujac wzor na pochodng sumy funkeji i wzor na pochod-
na funkcji potggowej, otrzymujemy:

f'(x) =—3x '+ (‘“29673) +<—X—2) :—x_4<3 +2x+x2) =— 7X2+§4x+ 3.

Odpowiedz: f'(x) =~ ij dla x # 0.
x

_3x-2/x+1

Przykiad 6. Oblicz pochodng funkeji f(x) 0
x

Rozwiazanie:

_1 _3 _3 —
tegof‘(x)=3 %x 2—%9{ QZ%X 2(39(—1)=3xﬁ31
2/ x
Odpowiedz: f'(x)=2*=1 dla x>0
2\//X;
. 1 2
Przyklad 7. Wyznacz pochodna funkcji = -
zy yznacz p a funkcji f(x) Ve

Rozwiazanie:
. SR | - 2\ -3 1
Poniewaz f(x)=x3-2x 3, wigc f'(x)=—3x 3—2'<—§>x F=-3x
Yx—4
33\/,x5.
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11. Obliczanie pochodnych wielomianow i funkcji wymiernych

Odpowiedz: f'(x) =~ % dlax>o.

3 f
Przyklad 8*. Wyznacz pochodna funkgji f(x) = ———:ig § ; gg: i
Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze funkcja ta jest okre§lona w zbiorze {x € R;sin x + cos x # O} =
:{xER;sinx#—cosx}z{xER;tgx#—l}={x€R;x¢—%+kn/\kE C}.

Korzystajac ze wzoru na pochodna ilorazu dwoch funkcji i ze wzorow na pochodna
sinusa i cosinusa, otrzymujemy:

£(x) (sinx —cosx)'(sin x + cos x) = (sin x — cos x)(sin x +cos x)'
x ey

(sinx+cosx)2 B
(cos x + sin x )(sin x + cos x) = (sin x — cos x )(cos x — sin x) ~
. -

(sin x + cos x)

~——

2 2 .2 2
_(sinx+cosx) +(sinx—cosx) 2<sm X +cos x

(2 sin<x+ %)cos

2

|

(sin x + cos x)2

AN

_ 2 1
4sin2(x + %) . % sin2<x + %)

Odpowiedi:f’(x)zsinﬂ( ) dla x;é———+k7£ ikecC.

Przykiad 9°. Wyznacz pochodna funkgji f(x) = tg x — ctg x.
Rozwiazanie:

Dla kazdego x # k - E, gdzie k € C, mamy:

f(x)=(tgx—ctgx) =(tgx)' —(ctgx)' = 12 —(— 1 ):

. 2
cos” x sin”x
.2 2
_ 1 1 _sin"x+cos x _ 1 _
- 2 + .2 - . 2 2 - . 2 2 -
cos x sin"x sin"xcos x  sin xcos x
4 4 . =2
= == : =4sin " 2x.

(2sinxcosx) sin 2x
Odpowiedz: f'(x)=4sin " 2x dla x# k-, gdzie ke C,

Pytania i zadania
1. Wyznacz pochodne funkcji:

a) f(x)=2x"=3x+1; b) f(x)=—4x"+6x"—x+2;
c)f(x)z(x+1)(x'—x+l); d)f(x)Z(x—l)<x2+x+1>;
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IV. Elementy analizy matematycznej

e) f(x)=(x—1)(x+ 1)(x2+ 1); f) f(x)=(x+ 1)(x4—x3+x2—x+ 1);
o) f(x)=(x-2) (2x+1) h) f(x) = (2x+1)(x"-3)
2. Wyznacz pochodne funkcji:
_ x+1) 4_
) f(x)= x+7x41-1 o £ =, D £(x)= 5%
3. Oblicz pochodne funkcji:
) f(x) =27, b) f(x) =2 0 f(x)=%x

d)f(X)=3/i~2; e)f(x)=5/?; f)f(x)=x-3/;;
Jx =1

g f(x)= f h) f(x (fw) /()=

4. Oblicz pochodne funkcji:

a) f(x)=sinx+cosx; b)f(x)= lgx, o) f(x)=/xctgx;
Jx

O 7(0)=tehs o) =t ) F(x)= 1255

g) f(x)=x"sin x+2x cos x — 2 sin x; h)f(x)zit%.

5". Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ funkcji kwadratowej f (x) —ax'+bx+ec, wiedzac, ze jej
wykres przechodzi przez punkty A = (1;0)i B =(2;0) oraz ze styczna do tego wykresu
w punkcie A ma wspoOtczynnik kierunkowy rowny —1.

6". Udowodnij, ze liczba x, jest pierwiastkiem podwojnym wielomianu W(x) wtedy i tylko
wtedy, gdy x, jest wspolnym pierwiastkiem wielomianu W (x ) i jego pochodnej W'( x).

7. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n wielomian
W (x)=nx"

8". Wykaz, ze pochodng wielomianu W(x)=(x~a )(x~a,)...(x—a,) mozna wyrazi¢

"= (n+1)x"+1 jest podzielny przez wielomian x”— 2:x + 1.

wzorem W'(x)=W(x)- (x%al + x%% ...+ x—lan)-
9. Dla jakich aib liczba 1 jest podwojnym pierwiastkiem wielomianu P (x ) = ax'+bx’+1?
10" Wielomian P(x)=a,x"+a, x" '+...+a,x+a,spetnia warunki: P(1)= 0 oraz
P(x) > 0 dla kazdej liczby x € R. Udowodnij, ze:
a,+2a, +3a, ,+..+(n+1)a,=0
117". Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne m i n, aby wielomian
f(x)=x"=mx"""+mx— 1byl podzielny przez (x — 1)2.
158



12. Monotoniczno$¢ funkcji rozniczkowalnych

12. Monotoniczno$¢ funkcji rozniczkowalnych

Poznamy teraz twierdzenia, ktore pozwalaja badac, czy funkcja rozniczkowalna w da-
nym przedziale jest w nim rosnaca czy malejaca.
Niech f bedzie funkcja rozniczkowalng w przedziale P.

Twierdzenie 1.
Jezeli w pewnym punkcie x € P pochodna f ‘(xo) >0 ( I '(x0> < 0), to istnieje takie oto-
czenie U C P punktu x,, w ktorym:

f(x) >f(x0) (f(x) <f(xo>) dla x > x, oraz
f(x) <f(x0) (f(x) >f(xo)> dla x <x,.

Tlustracja geometryczng twierdzenia sa ryciny 4.45 i 4.46.

Y x>0 Y / f'(xo)<0/y=f(x)
f(xﬂ) \ \\ f(XO) /

) v =f(x)

Ol x-06 x x+6 X Ol x-6 x x+6 X

Ryc. 4.45. Ryc. 4.46.
(J Dowdd. Zatozmy, ze f '(xo) > 0 (dowod dla f‘(xo) < 0 przebiega podobnie). Poniewaz

. S =Sy . . )
/ <Xo):}1m —x=x, wigc istnieje takie otoczenie U punktu x, w ktorym

> X()

f(X) —f<X0)

X=X

0
x,<x<x,+6 oraz f(x)<f(x,), gdyx,~8<x<x, ]

Poznajmy twierdzenie o wzrastaniu (maleniu) funkcji w przedziale:

>0. Oznacza to, ze dla pewnej liczby >0 jest f(x)>f(x0), gdy

Twierdzenie 2.
Jezeli pochodna funkcji f jest w przedziale P dodatnia (ujemna), to funkcja f jest w tym
Lprzedziale rosngca (malejaca).

0 Dowod. Zalozmy, ze f'(x) > 0 dla kazdego x € Porazx,,x,€ Pix, <x, (ryc. 447). Mamy
udowodni¢, ze f (X1> <f ( X, ) W przedziale <X1 ;x2> funkcja f jest ciagta (jako funkcja roznicz-
kowalna w przedziale P, ktory zawiera przedziat <x1 3X, >) Funkcja P

ta ma w tym przedziale warto$¢ najwigksza, przy czym nie moze

. s . L. . . Xq C Xy
osiaga¢ tej wartoSci w zadnym punkcie xe<xl;x2). Ryc. 4.47
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Gdyby bowiem przyjmowata ja w pewnym punkcie ¢ € <x1 iX, ), w ktérym f ‘(c) > 0 (z zato-
zenia), wowczas na mocy twierdzenia 1. istnialyby punkty x > ¢ takie, ze f(x) > f(c ). Wobec
tego najwicksza wartoScig funkcji f w przedziale <x1;x2> moze by¢ tylko f (x2 )

Wynika stad, ze f(xz) >f (xl) Natomiast jesli /'(x) < 0 dla x € P, wowczas — f'(x) > 0,
a co za tym idzie: — f jest funkcjg rosnaca w przedziale P. Zatem funkcja f jest wtedy ma-
lejaca w tym przedziale. (J

Zauwazmy, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, na przyktad funkcja f(x) = x°
rosngca w przedziale (—1; 1) nie ma pochodnej stale dodatniej w tym przedziale, poniewaz
£(0)=0.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Jezeli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale P, to ma pochodna f '(x) =0
(f'(x) < 0) dla kazdego x € P.

(J Dowod. Jesli funkcja f jest rosnaca w przedziale P, to jej iloraz roznicowy

F(x)=f(x,) f(x)=f(x)

X=X, jest dodatni dla x € Pix # x,,, wiec jego granica }1210 x——xo :f'(xo) jest

liczbg nieujemna. Podobnie rozumujemy dla funkcji malejace;j. (]
Mamy nastgpujgce wnioski:

L (f'(x)> 0 dla kazdego x € P) = (f rosnie w P), (f rosnie w P) = (f'(x) >0 dla kaz-
degox € P.

2.(f'(x) <0 dla kazdego x € P) = (f maleje w P), (f maleje w P) = (f'(x) <0 dla kaz-
dego x € P).

Przykiad 1. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji
f(x)=2x"-3x"+5.

Y
Rozwiazanie: /
Dana funkcja jest rozniczkowalna w catym zbiorze R liczb s j pochodna
dodatnia
rzeczywistych. Jej pochodna f'(x)=6x"~6x=6x(x—1). 'Pm}dm

Poniewaz: ujemna

pochodna

L f'(x)>0e6x(x=1)>0ex<0lub x> 1, wicc funkcja “““a‘"i*‘[
f roénieWprzedzialach(—oo;o>i<1; +oo); / T -
2 f(x)<0e6x(x—1)<0o0<x<1, wiec f maleje ) 20 354 5

w przedziale (0; 1) (ryc. 4.48). Ryc. 4.48
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Odpowiedz: Funkcja f ro$nie w przedziatach <—oo; O) i <1; +o0), maleje za$ w przedziale
<O; 1>.
Przykiad 2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = x + %
Rozwigzanie:

Funkcja ta jest okreslona i rézniczkowalna w zbiorze R \{O}, czyli w zbiorze
(—00;0) U (0; + o0). Obliczamy pochodna tej funkji: f'(x)=1- iz dla x # 0.

X
Poniewaz:

2
LA(x)>001-450eX 545004500 (x+2)(x-2)>0ex<-2
X X

lub x > 2, wigc funkcja f ro$nie w przedziatach (—oo; —2> i <2; +oo);

2
2.f'(x)<o©1—%<oﬁx 24<O<:>x2—4<0ix7é04:»—2<x<01ub0<x<2,wi¢c
X X

funkcja f maleje w przedziatach (~2;0)i (0; 2>.

Odpowiedz: Dana funkcja jest rosnaca w przedziatach ( —o00; =2) i < 2;+00), a malejaca
w przedziatach (-2;0)i(0;2).

Przykiad 3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnos¢
x - %f +x>0.

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f (x) =x"— %xS + x. Jest ona okreSlona i r6zniczkowalna w catym
zbiorze R liczb rzeczywistych. Jej pochodna f'(x)=5x"—4x"+1=x"+4x"'~4x"+1=
=x'+ (2x2 - 1)2. Widzimy wiec, ze f'(x)> 0 dla kazdego x € R, co dowodzi, ze funkcja f
jest rosnaca w zbiorze R. Zatem, gdy x > 0, to f(x)>f(0). Wynika stad dowodzona nie-
rownos¢, poniewaz f(0) = 0.

Przyklad 4. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f (x) =x +mx’—mx—2 jest rosng-
caw zbiorze R?

Rozwigzanie:
Dana funkcja jest okreSlona i rdzniczkowalna w zbiorze R. Jej pochod-

na f ‘(x) =3x +2mx— m, a wigc jest funkcja kwadratowa dla kazdej wartosci m. Nalezy
wyznaczyC te wartosci m, dla ktorych f '(x) > 0 dlakazdego x € R. Z wtasnosci funkcji kwa-
dratowej wynika, ze jej wyr6znik musi by¢ niedodatni.

Obliczamy: A = (Zm)z— 4-3(-m)=4m’+12m=4m (m+3).

Zatem A< O & (m+3)m<0e-3<m<0.
Odpowiedz: Dana funkcja jest rosngca w zbiorze R dlam € <—3; O>.
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IV.E

lementy analizy matematycznej

Pyt

ania i zadania

1. Podaj twierdzenie o wzrastaniu i maleniu funkcji rozniczkowalnej.

2.

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji:
a) f(x):x2—2x+5; b) f(x)=—x"+3x; c) f(x)=x4—8x2;
d) f(x)=x"+ 3x°+6;,  e)f(x)=x"- 6x” = 15x+3; f) f(x) =x"-5x.

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji:

DI0=ETE A o f(x) =1L

2x-3 /x
d)f(x):xzx_lé o) f(x)=510 ) f(x)= 55
Dla jakich wartosci m funkeja f(x) = m;— L= (m- l)xz"' (2m—5)x + 6 jest rosna-

ca w zbiorze R?
Wykaz, ze funkcja:

a) f(x)= g);_x jest malejaca w przedziale (O; %),

b) f(x)=2x—sin x- cos x jest rosnaca w zbiorze R.

1
x2+1.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby x € R zachodzi nier6wnos¢ xt-xt+ 1z

. Udowodnij, ze gdy a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a <b, to

a-a+a<b’ -b*+b.
Udowodnij, ze funkcja f:P — R rdzniczkowalna w przedziale P jest rosngca w tym
przedziale wtedy i tylko wtedy, gdy f" (x) > 0 dla kazdego x € P i dla kazdych dwoch

punktow x,,x,€ P takich, ze x, < x,, istnieje punkt x € (xl ;xz) dla ktérego f* (x) > 0.

13. Ekstrema funkcji rézniczkowalnych

czeniu U punktu x. Jezeli istnieje takie otoczenie
V c U punktu x, ze f (xo) jest najwieksza wartoscig
funkcji f sposrod wszystkich wartoSci, jakie funkcja

ta

maksimum lokalnym funkcji f i méwimy, ze funkcja

maksimum
lokalne

Niech f bedzie funkcja okreslong w pewnym oto- \

fxy)

y=fx)

przyjmuje w otoczeniu V, to f (xo) nazywamy

f ma w punkcie x, maksimum lokalne (ryc. 4.49). 0 s Xy x,+8 X

Tak wiec:

0
Ryc. 4.49.

>0 xy—8<x<x,+8

[f(xo)jest maksimum lokalnym funkcji f < 5\/ N (f(x) <f(x0)). }

Jezeli za$ istnieje takie otoczenie V C U punktu x, ze f (xo) jest najmniejsza wartoscig

funkcji f sposrod wszystkich wartosci, jakie funkcja ta przyjmuje w otoczeniu V, to f (xo)
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13. Ekstrema funkcji rézniczkowalnych

nazywamy minimum lokalnym funkcji f i mowimy, ze funkcja f posiada w punkcie x  mi-
nimum lokalne (ryc. 4.50). Zatem:

(f(x) >f(x0)).

>0 xy=8<x<xy+8

{ f (xo) jest minimum lokalnym funkcji f < 5\/

Maksima i minima lokalne funkcji obejmujemy

wspOlna nazwa ekstreméw lokalnych funkcji. Ekstre- 4

ma te sa pojeciami lokalnymi, poniewaz odnosza si¢ -

do zachowania si¢ funkcji w pewnym dostatecznie y=fx)

malym otoczeniu danego punktu i nie zaleza od war-

tosci funkcji poza tym otoczeniem. Dlatego nalezy je /\
odrozniac od pojec najwiekszej i najmniejszej war-  f(x() iy okaine N
tosci funkcji w danym zbiorze, gdyz te wartosci

dotycza catego zbioru, w ktorym rozpatrujemy funk- O x;=6 ¥ xtd X
cje, czesto na przyklad dziedziny tej funkcji. Jesli Ryc. 4.50,

funkcja ma w danym zbiorze ktoras z tych wartosci,
to tylko jedng wartoS¢ najwieksza lub jedna wartos$¢ najmniejsza, za$ ekstremdw lokalnych
moze mie¢ wigcej niz jedno (a nawet nieskonczenie wiele).

Na przykiad funkcja, ktorej wykres przedstawia ponizsza rycina:

A N

[\ adil

a x \/ X3 X4 X5 |0 X4 Xg Xy Xg \b X

Ryc. 4.51.

ma 9 ekstremow lokalnych: 5 maksimoéw lokalnych w punktach odpowiednio: Xpy X3y Xy X1
x,14 minima lokalne w punktach odpowiednio: x,, x , x, x,. Maksimum tej funkcji w punk-
cie x, jest zarazem jej wartoscia najwigksza w przedziale (a; b), za$ najmniejsza warto$¢ ma
ona w punkcie b i wartos¢ ta nie pokrywa si¢ z zadnym minimum. Warto zauwazy¢, ze mi-
nimum lokalne funkcji moze by¢ wigksze od ktoregos z maksimow; w naszym przyktadzie
mamy minima w punktach x, i x, wigksze od maksimum w punkcie x,, a maksimum w punk-
cie x, jest rowne minimum w punkcie x.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Podamy teraz twierdzenia, na ktorych podstawie mozna wyznacza¢ ekstrema funkcji
r6zniczkowalnych.

Twierdzenie 1.
Jezeli funkcja f rozniczkowalna w punkcie x, ma w tym punkcie ekstremum, to jej po- |.
chodna w tym punkcie jest rOwna zeru.

Inaczej mowigc, warunkiem koniecznym do tego, aby funkcja f rézniczkowalna w punk-
cie x, miala w tym punkcie ekstremum, jest zachodzenie rownosci f '(x0> =0.
O Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f ma w punkcie x, maksimum lokalne (dowod dla mini-

mum lokalnego jest analogiczny). Zatem istnieje taka liczba 6> 0, ze f (x) <f (xo) dla

f(x) _f(xo)

x,~ 0 <x <x,+ 6. Rozwazmy iloraz roznicowy tej funkcj: —x=x, - Dlax,—d<x<x,

f(x) _f<x0)

iloraz ten jest nieujemny: =y~ >0, gdyz x = x,<0 i f(x)=f(x,)<0, za$ dla

f(x) _f<xo>

x,<x<x,+0 iloraz ten jest niedodatni —x—x, < 0, poniewaz wtedy x—x,>0

i f(x) —f(xo) < 0. Przechodzac w obu tych nieréwnosciach do granicy przy x — x , otrzy-

mujemy:

, -
£ () = lim ===
Ale z zalozenia o rozniczkowalnosci funkcji f w punkcie x, wynika, ze
I (x0> :f+'(x0) =/ (xo). Wobec tego 0 < f! (xo) <0, a stad: f'(xo) =0.0
Uwaga 1. Zalozenie, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x , jest istotne, bowiem funk-
cja majaca w punkcie x , ekstremum moze nie mie¢ w tym punkcie pochodne;j (ryc. 4.5214.53).

f/f Y\éé

O X0 X o X0 X

Ryc. 4.52. Ryc. 4.53.

Uwaga 2. Twierdzenie odwrotne do udowodnionego twierdzenia nie jest prawdziwe.
Funkcja moze nie mie¢ ekstremum w punkcie, w ktérym ma pochodng rowng zeru. Na przy-
ktad funkcja f (x) =x°, ktorej wykres widzimy na rycinie na nastepnej stronie (ryc. 4.54),

ma w punkcie x,= 0 pochodng f '(xo) =0, a mimo to nie ma w tym punkcie ekstremum.
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13. Ekstrema funkciji rozniczkowalnych

Wnhiosek. Jezeli funkcja f ma w punkcie x pochod- v o) =23
na f ‘(x0> # 0, to nie ma w tym punkcie ekstremum.

Istnienie ekstremum funkcji f w punkcie x,,
w ktOrym jest ona rozniczkowalna, oznacza geome-

trycznie, ze styczna poprowadzona do wykresu

funkcji f w punkcie (xo; f (xo)) jest rOwnolegta
do osi OX.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Ryc. 4.54.

Twierdzenie 2.

Jezeli funkcja f jest ciagla w punkcie x, i rozniczkowalna w pewnym jego sgsiedztwie
oraz istnieje liczba dodatnia &, taka ze jesli x,— & <x <x,, to f'(x)>0 (f’(x) < O), a jesli
T<Gsx 040 [lx]s O(f‘(x) >0), to funkcja ma w punkcie x, maksimum lokalne
(minimum lokalne).

&

Twierdzenie przedstawiaja w sposOb geometryczny ryciny 4.55 1 4.56.

A
Y Y

maksimum y= f(x)
R lokalne '
f(x) , <0

f'<0

)
>0
\ minimum,
!lokalne |

/ D =f@) Foo)| ,,,,,,

O x-6 x5 x+6 X O -6 x x+té X

Ryc. 4.55. Ryc. 4.56.
(J Dowdd. Rozwazmy przypadek maksimum lokalnego (gdyz dowod dla minimum przebiega
analogicznie). Poniewaz f'(x)> 0 dla x,—d<x <x, za§ f'(x) < 0dla x,<x <x,+ 5, wigc

funkcja f'w przedziale (x .~ O xo) ros$nie, a w przedziale ( X%, + 0 ) maleje. Zatem dla kaz-

0°
dego x € (x,— &;x,+ 8 )jest f(x,) = f(x), co konczy dowdd twierdzenia. ()

WykazaliSmy wigc, ze cigglos$¢ funkcji f w punkcie x, oraz istnienie jej pochodnej f
przeciwnych znakow w sasiedztwach: lewostronnym i prawostronnym tego punktu sg wa-
runkami wystarczajacymi na istnienie ekstremum funkgcji f w punkcie x,..

Whiosek. Funkcja f (x ) osiaga w punkcie x, maksimum lokalne (minimum lokalne), jezeli

spetnione sg dwa warunki:

1. jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x,,

2.jej pochodna znika w tym punkcie, zmieniajac swoj znak z dodatniego na ujemny
(z ujemnego na dodatni), gdy x, rosnac, przechodzi przez x .
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IV. Elementy analizy matematycznej

Z udowodnionych twierdzen wynika, ze aby znalez¢ ekstrema funkcji rozniczkowalnej
f(x), mozna:
1. obliczy¢ pochodna funkeji f(x),
2. znalez¢ miejsca zerowe pochodnej f'(x), czyli rozwiaza¢ rownanie f'(x) =0,
3. zbada¢, czy pochodna zmienia znak, gdy x, rosnac, przechodzi przez jej miejsca zerowe,
4. obliczy¢ wartosci funkcji w tych miejscach zerowych jej pochodnej, w ktorych stwierdzi-

lisSmy zmiang znaku pochodne;.

Przykiad 1. Wyznacz ekstrema funkeji f(x) = 25 +3x = 12x+ L.
Rozwigzanie:

Dana funkgcja jest okreslona i rozniczkowalna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.
Jej pochodna f '(x) =6x"+6x—12dla kazdego x € R. Po przyrOwnaniu f '(x) do zera otrzy-
mujemy: f'(x)=0 e 6x +6x—12=0 e x +x—2=0 e x=—21lub x = 1. Ponadto widzi-
my, ze: f'(x)>0dlax<-2lubx> 1, zas f'(x)< 0dla—2<x <1 Pochodna f'(x)zmienia
znak z dodatniego na ujemny, gdy x, rosnac, przechodzi przez punkt x, =—2, za$ z ujemnego

na dodatni, gdy x, rosnac, przechodzi przez punkt x, = 1. Wobec tego, na podstawie warunku
wystarczajacego na istnienie ekstremum, stwierdzamy, ze funkcja f osigga w x,=—2 maksi-

mum lokalne réwne f(—2) =21, aw punkcie x,= 1 minimum lokalne réwne f (1) =-6.

Odpowiedz: f, (x)=f(=2)=21, f,.(x)=f(1)==6.

3

Przyklad 2. Znajdz ekstrema funkcji f(x)=— n
o
Rozwiazanie:

Funkcja ta jest okreslona i rozniczkowalna dla kazdego x #—11 x # 1. Jej pochodna:
£i(x)= 3x2(x2— 1) x’2x _ xQ(zf— 32)
( ) (x - 1)
pochodnej: f'(x)=0 & x (xz— 3) =0 x=—,/31lubx =0, lub x = /3. Badamy jej znak:
x2<x2—3> )
f(x)>0e ———>0ex ~3>0ex*>3 e x<—/31lubx> /3, zas

x'—1

dla x #-11 x # 1. Znajdujemy miejsca zerowe

F(x)<0ex’=3<0ix*#0 i x°#1e—/3<x<-1lub—1<x<0,lub0<x< 1badz
1 <x < /3. Na podstawie warunku wystarczajacego na istnienie ekstremum stwierdzamy,

3/3
2,

ze dana funkcja osigga w punkcie x, =—,/3 maksimum lokalne rowne f (— ﬁ) =—

3./3
252

aw punkcie x,= /§ — minimum lokalne réwne f (\/§> =

Odpowiedi:fmax(x):f<—ﬁ): 3[ s S (%) f<ﬂ>=¥
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13. Ekstrema funkcji rozniczkowalnych

Przykiad 3. Wiadomo, ze funkcja f (X ) - ﬁ—jﬂ ma w punkcie x = 2 ekstremum

réowne —1. Wyznacz a i b oraz zbadaj, czy jest to maksimum czy minimum.
Rozwigzanie:
Funkcja ta jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x# 1 i x# 4. Jej pochodna:

f'(x):a(x— 1)(x—4) - (ax+b)(2x-5) _ax’-5ax+4a-2ax’+5ax—2bx+5b _

2 2 2

(x—=1)(x—4) (x=1)(x—4)

2
=Z24gx —2b2x+4a+2—5b dla kazdego x # 1 i x # 4.
(1) (3-4)

Z treSci zadania wynikaja rownosci: f'(2)=0 i f(2)=-1 Podstawiajac x =2 do wzoru

funkcji f(x)1jej pochodnej f'(x), otrzymujemy:

2a+b 2atb —4a—4b+4a+5b _b
f(2)= ===x—oraz f'(2)= ==
NV CETI R A T PN
Nalezy rozwigzac¢ uktad réwnan:
2a+b:_1,skqda=1 ib=0.
-2

Funkcja f okre$lona jest wigc wzorem f(x) = (x—~1§%x——4)’ za$ jej pochodna

—x2+4

(x=1)(x—4)

Badamy znak pochodnej f'(x):

—wzorem: f'(x)= 5.

f’(x)>0<:»—x2+4>0 ix#lex <4 ix#le-2<x<l lub 1<x<2,zas:

F(x)<0e-x"+4<0ix#4ox<-2 lub 2<x<4, lub x>4.
Na podstawie warunku wystarczajacego na istnienie ekstremum stwierdzamy, ze
funkcja f w punkcie x = 2 osiaga maksimum lokalne.

Odpowiedz: a = 1, b = 0. Funkcja f (x) = m ma w punkcie x = 2 maksimum lo-

kalne réwne —1.
Przyklad 4. Wyznacz wszystkie wartoSci parametru a, dla ktorych funkcja
f(x) =4x’ - 5ax" - 5(3 - a)x + 4 nie osigga minimum.
Rozwigzanie:

Funkcja ta jest okre§lona i rézniczkowalna w kazdym punkcie x € R. Jej pochodna
[(x)= 12x* = 10ax -5 (3—a) jest trojmianem kwadratowym o wyrdzniku

A=100a"~240a+720 = (10a - 12)2+ 576, dodatnim dla kazdej wartosci rzeczywistej a.
Ma wiec dwa miejsca zerowe, migdzy ktorymi jest ujemna, a poza nimi — dodatnia. Wo-
bec tego dana funkcja ma dwa ekstrema lokalne obu rodzajéw (maksimum i minimum) dla
kazdej wartoSci rzeczywistej a.

Odpowiedz: Nie ma takich wartoSci parametru a.
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IV. Elementy analizy matematycznej

Wyznaczanie najwigkszej i najmniejszej wartosci funkcji w przedziale

Wiemy, ze kazda funkcja ciagta w przedziale domknigtym osiagga w nim swoje warto-
Sci: najwigksza 1 najmniejsza oraz wszystkie wartoSci poSrednie migdzy nimi.

Jesli funkcja f jest ciagla w przedziale <a; b) i rozniczkowalna wewnatrz tego przedzia-
tu, to najwickszej i najmniejszej wartoSci tej funkcji poszukujemy wsrod jej wszystkich eks-
tremow lokalnych w tym przedziale i wartoSci na jego krancach.

Przyklad 1. ZnajdZ najwigksza i najmniejsza wartos¢ funkcji f(x)=x"=3x"+6x-2
w przedziale <—1; 1>.
Rozwiazanie:

Dana funkcja jest okre§lona i rézniczkowalna w podanym przedziale (gdyz jest taka

w calym zbiorze R liczb rzeczywistych). Jej pochodna:

fi(x)=3x"-6x+6= 3<x2— 2x+ 2) =3(x- 1)2+ 3, a wiec jest stale dodatnia. Oznacza
to, ze funkcja f jest rosngca w zbiorze R, a zatem rOwniez w podanym przedziale. Warto-
Scig najwickszg danej funkcji w tym przedziale jest (1) = 2, a najmniejsza f(—1)=—12.
Odpowiedz: max{ f(x );x € (=1;1)} =2 =£(1), min{ f(x);x € (-1; 1)} ==12=F(~1).
Przyklad 2. Znajdz najwicksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f(x) = x + % w przedziale < I; 3>.
Rozwigzanie:

Funkcja ta jest okreSlona i rozniczkowalna w danym przedziale. Jej pochodna:

2_ 2N (x—=2
f’(x):1—i2=x 24:(x+ )(2x ),wie;cf’(x):O@x:—2lubx:2. Lecz —2 nie
x x x

nalezy do danego w zadaniu przedziatu. Zauwazmy, ze f '(x) <0, gdy 1 <x<2, za$
f'(x)>0, gdy 2 <x < 3. Wobec tego w punkcie x = 2 funkcja f osigga minimum lokalne

réwne f(2)=4. Ponadto: f(1)=5, za$ f(3):4—%- Poniewaz 4<4%<5, wiec

max{f(x);xe<1;3>}=5=f(1),za§min{f ; }
Odpowiedi:max{f(x);xe<1;3>} Smm{f < 3)}

Pytania i zadania

1. Dla funkgji f w punkcie x podaj okreSlenie:

a) maksimum lokalnego, b) minimum lokalnego.

Co to jest ekstremum funkcji? Dlaczego jest ono pojeciem lokalnym?

Podaj warunek konieczny do zaistnienia ekstremum funkcji r6zniczkowalne;j.
Podaj warunek wystarczajacy na istnienie ekstremum funkcji rozniczkowalne;.
Omow poszukiwanie wartoSci najwickszej i najmniejszej funkcji w przedziale.
Znajdz ekstrema funkcji:

a) f(x)=12x"=24x"+ 12x; b)f(x):—x3+ 12x+2;
C)f(x)—x3—3x d) f(x)=3x"=4x"+3x;

e) f(x)=3x"-8x"; f) f(x)=—x"+12x = 46x°+ 60x + L.

A
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14. Zadania prowadzace do ekstremum funkcji rozniczkowalnej

7. Znajdz ekstrema funkcji:

__ X . __2x . _x +1,
a) f(x) Y b) f(x) PR ¢) f(x) L
d — éx3 . :_Xj_; f :___33(_2.
) f(x) e e) f(x) 2(4—x7) ) f(x) (- 1)
8. Wykaz, ze funkcja f(x)nie ma ekstremum:
a)f(x)=x3+x2+x; b)f(x)=2x3+3x+5;
¢) f(x)=x"-6x"+12x-8; d) f(x)=3x"=10x"+ 15x + |

¢) f(x)=4x"+6x"+12x+ 1.
9. Znajdz najwicksza i najmniejsza wartosS¢ funkcji:
1 . 1.1
= ——— w przedziale <——;—>;

* p 2°7

d) f(x)= glx w przedziale (—2;2).
x +1

2
’; :23 osigga ekstrema w punktach x, i x,. Napisz rownanie prostej

10. Funkcja f(x)=
przechodzacej przez Srodek odcinka A B, gdzie A = <x1; (x1)> 1B= (xz; '(xz)) 1 rOwno-
leglej do stycznej poprowadzonej do wykresu funkeji f (x ) w punkcie o odcietej x = 4.

11". Udowodnij, ze:

a) ‘3x—x3‘ <2, gdy|x|<2; b) ‘169(5— 20x"+ Sx\ <1 gdy|x| <1

2
x +1

2
) 3 s x2+x+1

< 2 dla kazdego x € R.

12", Tle ekstremow ma funkcja f(x)= ax’+x’+x +bw zaleznosci od parametréw a i b?

_ 2 3
= mS 2,052 (m3+ >x3+(m+ 1) x nie ma eks-

13". Dla jakich warto$ci m funkcja f(x)

tremum?

14. Zadania prowadzace do ekstremum funkcji rozniczkowalnej

PrzesledZmy przyktady zadan, dotyczace zagadnienia ekstremum funkcji rozniczkowalne;.
Przyklad 1. Liczbe 8 przedstaw w postaci sumy takich dwoch skfadnikow, ktorych suma sze-
$ciandw bedzie najmniejsza.

Rozwigzanie:
Oznaczmy poszukiwane skfadniki przez x i y. Mamy wigc x +y = 8, skad y = 8 —x oraz
Cryl=xtt (8 —x)3=x3+ 8 -3-8°x+3-8x’—x'= 24<x2— 8x+ %) Zadanie sprowa-
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IV. Elementy analizy matematycznej

dza si¢ zatem do znalezienia takiej wartoSci x, dla ktorej funkcja f (x) =x - 8x+ %‘l 0sia-
gnie najmniejsza warto$¢. Mozemy to uczyni¢ dwoma sposobami:

Sposob pierwszy (z zastosowaniem rachunku pochodnych). Poniewaz f '(x) =2x-8=
=2(x—4),wigc f'(x) =0 e x=4.Ponadto f'(x) < 0dlax < 4,zas f'(x)>0dlax >4, stad
w punkcie x = 4 funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza.

Sposob drugi (z zastosowaniem wlasnosci funkcji kwadratowej). Poniewaz f (x) jest

funkcjg kwadratowg, wigc sprowadzajac jej wzor do postaci kanonicznej, otrzymujemy

f(x)=(x- 4) + 1—36— Zatem f(x) osiaga wartos¢ najmniejsza dla x = 4.

Odpowiedz: Liczbe 8 nalezy przedstawi¢ w postaci sumy dwoch sktadnikéw rownych 4.
Przyklad 2. Prostokat o obwodzie 48 cm obracamy dokota jednego z bokdéw, otrzymujac
w ten sposob walec. Jakie powinny by¢ wymiary tego prostokata, aby otrzymany walec miaf
najwiekszg objetosc?
Rozwigzanie:

Oznaczmy dlugos¢ prostokata przez x, a szerokos¢ przez y. Z tresci
zadania wynika réwnanie x +y = 24, a stad, ze x,y € (0;24). Zalozmy,
ze walec otrzymaliSmy przez obrot prostokata dokota boku dtugosci y

Ryc. 4.57.

(ryc. 4.57). Wtedy objetos¢ V tego walca wyraza wzor: V = nx’y. Po pod-
stawieniu do niego y = 24 — x otrzymujemy: V = nx2(24 - x) Nalezy zatem znalez¢ takie
x € (0;24), dla ktorego funkcja V (x) = x 2(24 — x ) osiaga wartos¢ najwicksza. Jej pochod-
naV'(x)=487x - 3nx dlax e (0:24). Poniewaz w przedziale ( 0; 24)V'(x)=0dlax= 16,
aponadto V'(x)>0dlax € (0:16),zas V'(x) < Odlax € (16;24), wigc V(16) jest najwiek-
sza wartoscig funkcji V (x ) w tym przedziale. Wobec tego x = 16, y =24 —x = 8.
Odpowiedz: Prostokat powinien mie¢ nastgpujace wymiary: dlugosé¢ 16 cm, a szero-
kos¢ 8 cm.
Przyklad 3. Wyznacz stosunek dfugosci promienia podstawy do dtugosci wysokosSci wal-
ca, ktory przy danej objetosci V ma najmniejsza powierzchni¢ catkowita.
Rozwiazanie:

Przyjmijmy oznaczenia standardowe: r — dlugo$¢ promienia podstawy walca, & — dtugos¢

jego wysokosci, za$ S — pole powierzchni calkowitej tego walca. Ze wzoruV = 1tr *h wyznacza-

myh = V_ —— 1 podstawiamy do wzoru S = 27T r ‘y2mrh=27r + S 2 V . Nalezy zatem wyznaczy¢
T I”

takie r > 0, dla ktérego funkcja S ( r) =27r + ;ry— osigga warto$¢ najmniejszg.

Jej pochodna S'(r):47rr——2v Stad: S'(r)=0e AT -2V=0er=; —2‘;. Ponie-
r
4

waz jednocze$nie S'(r) < Odlar<s A orazS'(r)>0dlar>; ,
27 27

wiecdlar=; 2‘; funk-

cja S(r) osiaga wartos¢ najmniejsza. Z rownosci i = V2 obliczamy h =3/ =~ 4V

B Tr
r_ |V /L:/l:l
h V2w Y4V VY82
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14. Zadania prowadzace do ekstremum funkcji rozniczkowalinej

Odpowiedz: Szukany stosunek dtugo$ci promienia podstawy walca do dtugosci jego wyso-
kosci wynosi %
Przyklad 4. Sposrod wszystkich trojkatow o danej sumie diugosci boku i wysokoSci opusz-
czonej na ten bok wybierz trojkat o najwigkszym polu.
Rozwiazanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 4.58. Majac
dang sume a + h = d, obliczamy h = d — a i podstawiamy h

1

feata. = _
do wzoru na pole tréjkata: S=5a-h=~a (d—a).Na- /

lezy wiec wyznaczy¢ taka warto$¢ a € (0;d ), dla ktorej a

funkcja S(a) = %a(d— a)=— %a2+ %da osigga war-

Ryc. 4.58.
to$¢ najwicksza. Mamy S'(a) =—a + %d, wigcS'(a)=0ea= %, a ponadto: S'(a)> 0, gdy

ae (O;%), za$ S‘(a) <0Odlaae (%d) Zatem funkcja S(a) osiaga w punkcie a = % war-

to$¢ maksymalng. Wobec tego: a = % oraz h = %

Odpowiedz: Poszukiwanym trojkatem jest trojkat, ktorego podstawa i wysokoS¢ opuszczo-
na na t¢ podstawe sa rownej diugosci.

Uwaga. Zadanie to mozna rozwigza¢ bez rachunku pochodnych, korzystajac (podobnie jak
w przyktadzie 1. z wlasnosci funkcji kwadratowe;.

Przyklad 5°. Dany jest ostrostup SABCD, ktorego podstawg jest prostokagt ABCD. W ostro-
stupie tym krawedzie: AB, SA, SB, SC i SD sa danej dtugosci a. Dla jakiej dlugosci krawe-
dzi BC objetos¢ tego ostrostupa jest najwigksza?

Rozwiazanie:

Polgczmy odcinkiem wierzcholek S z punktem O przecigcia si¢ przekatnych podstawy
ABCD danego ostrostupa (ryc. 4.59).

Z przystawania trojkatow SAO, SBO, SCO i SDO (cecha BBB) wynika, ze SO jest wyso-
kosScia rozwazanego ostrostupa. Oznaczmy jej dtugos¢ przez h, a szukang dlugos¢ krawe-
dzi BC przez x. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkatow ABC i SOC otrzy-

1

mujemy: OC2:%AC2=Z<a2+x2>, hzzaz—Oczzaz—%<a2+x2>=%<3a2—x2), skad
1

h=>5 3a°-x"dlax e <O; a/3 ) Po podstawieniu 4 do wzoru na obj¢tos¢ V danego ostro-

stupa otrzymujemy:
7 S
V= %a‘x-h:%-a-x~%,/3a2—x2 Z%ax,/3a2—x2.

Nalezy zatem wyznaczy¢ taka liczbe x € (O; a/3 ), dla ktorej

funkcja V(x) = —%ax J3a"—x’ osigga warto$¢ najwieksza. a ul \a
Zauwazmy, ze dla x € (O; a ﬂ) wzor funkcji V(x ) mozna D C
zapisa¢ nastepujaco: V(x) = —éa W - x2>. Poniewaz % *

A a B

wyrazenie x2(3a2 - x2> przyjmuje dlax € (O; a ﬂ)wartoéci
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IV. Elementy analizy matematycznej

dodatnie, za$ funkcja f (x) =/x jest rosngca w zbiorze R, liczb rzeczywistych dodatnich, wigc
aby znalez¢ x € <O; a/3 ), dla ktorego funkcja V(x) osigga warto$¢ najwigksza, wystarczy, ze
znajdziemy takie x, dla ktorego funkcja g ( x) =y’ ( 3a°—x’ ) osiaga wartoS¢ najwiekszg (funk-
cja V(x)jest iloczynem liczby % a i funkcji f(g(x)), tzn. V(x)= % a f(g(x))).

Pochodna  funkcji  g(x) wynosi: 2x <3a2 - x2> +x7(=2x)=2x <3a2 - 2x2> =

:2x(aﬂ+xﬁ)<aﬂ—xvﬁ>dlaxe (O;a/ﬁ). Zatemg'(x)=0 o x= az/g, a ponadto

g'(x)>0 dla x e O;M , za$ g'(x)<0 dla x e a‘/g;a/g . Stad wynika, ze dla
2 2 y

x= a_2[6_ funkcja g(x) osigga maksimum lokalne i jest ono wartoscia najwigksza funkcji

g(x)w przedziale (O; a/3 ), gdyz funkcja g(x ) w przedziale (O; 2—2@> ros$nie, a w przedzia-

le (a_z_@; a ﬂ) maleje. Ponadto w calym przedziale <O; a \/3> funkcja g(x ) jest ciagta (bo

jest w nim rozniczkowalna) oraz lim g(x)=1lim g(x)=0.
x—0 N

x—a /3

Odpowiedz: Objetos¢ tego ostrostupa jest najwicksza, jesli jego krawedz BC ma diugosé < 3/8

Pytania i zadania

1. Liczbg 6 przedstaw w postaci roznicy takich dwoch liczb, aby ich iloczyn byl najmniejszy.

2. Ktory z prostokatow o obwodzie 36 cm ma: a) najwigksze pole, b) najkrotsza przekatng?

3. ProstopadlosScienny basen o podstawie kwadratowej ma objetos¢ 32 m?. Jakie powinien
mie¢ wymiary, aby jego powierzchnia catkowita byta najmniejsza?

4. Puszka w ksztalcie walca ma objetos¢ 54 7. Wyznacz takie wymiary tej puszki, dla kto-
rych bedzie ona miafa najmniejsze pole powierzchni catkowite;.

5. Sposrod wszystkich trapezow, ktdrych ramiona i krdtsza podstawa majg diugosé 10 cm,
wyznacz ten o najwickszym polu.

6. Obwod trojkata rownoramiennego wynosi 18 cm. Jakie powinny by¢ boki tego trojka-
ta, aby objetosS¢ bryly powstalej z jego obrotu dokota podstawy byta najwicksza?

7. Z kwadratowego arkusza papieru o boku diugosci a wycieto siatke czworokgtnego ostro-
stupa prawidtowego tak, ze rogi arkusza sklejaja si¢ w wierzcholek ostrostupa. Jaka dtu-
gos¢ powinna miec krawedz podstawy tego ostrostupa, aby jego objetosc byta najwicksza?

8". W kule o promieniu 3 wpisano prawidlowy ostrostup trojkatny. Jaka powinna by¢ wy-
sokos¢ tego ostrostupa, aby jego objetos¢ byla najwigksza?

9. Kwadrat o boku a jest podstawa ostrostupa prawidtowego o wysokosci A. Sposrod
wszystkich prostopadtoscianow, ktorych jedna podstawa jest zawarta w podstawie ostro-
stupa, a wierzchotki przeciwlegiej podstawy naleza do krawedzi bocznych tego ostro-
stupa, wyznacz ten, ktory ma najwigksza objetosé.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Rozdzial ten po$wiecimy graniastostupom, ostrostupom i brytom obrotowym. Posze-
rzymy wiadomosci na ich temat, zdobyte w gimnazjum. Przeprowadzimy tez dowody nie-
ktorych twierdzen, ktore wtedy byly przyjete bez uzasadnienia.

Przedtem jednak przypomnijmy i uporzadkujmy podstawowe wlasnosci i twierdzenia
geometrii przestrzennej.

1. Przypomnienie wiadomosci

Podstawowe wtasnosci przestrzeni

1. W przestrzeni istnieje co najmniej jedna plaszczyzna. Zadna plaszczyzna nie wypelnia
calej przestrzeni, co oznacza, ze w przestrzeni dla kazdej plaszczyzny znajduje si¢ co naj-
mniej jeden punkt, ktdry na niej nie lezy.

2. Na kazdej ptaszczyznie w przestrzeni zachodza wszystkie twierdzenia geometrii plasz-
czyzny (planimetrii).

3. Przez kazde trzy punkty przestrzeni nielezace na jed- C
nej prostej przechodzi jedna plaszczyzna. Inaczej mo- °
wigc: kazde trzy niewspOlliniowe punkty przestrzeni
wyznaczajg jedna plaszczyzng (ryc. 5.1). Stad wniosku-
jemy, ze jedng plaszczyzne wyznaczaja: Ryc. 5.1.

5

LRN

a) prosta i punkt nielezacy na niej (ryc. 5.2),
b) dwie proste przecinajace si¢ (ryc. 5.3),
¢) dwie proste rownolegte i roztgczne (ryc. 5.4).

ﬁ/‘ﬁ : /4

Ryc. 5.2. Ryc. 5.3. Ryc. 5.4.

4. Prosta majaca dwa punk-
ty wspolne z plaszczyzng B
lezy na tej plaszczyZznie

(ryc. 5.5). P /
Ryc. 5.5.

5. Jezeli dwie rozne plaszczyzny maja punkt wspolny, to
przecinaja si¢ wzdiuz prostej przechodzacej przez ten
punkt (ryc. 5.6). Ryc. 5.6.

Plaszczyzny oznaczaé bedziemy matymi literami alfabetu greckiego: @, B, v itp., proste
— malymi literami alfabetu tacinskiego: a, b, ¢, k, [, m itp., a punkty — duzymi literami tego
alfabetu: A, B, C, P, Q itp. (jak w planimetrii).
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Wzajemne pofoZenie prostej i ptaszczyzny w przestrzeni
Gdy prosta lezy na ptaszczyznie albo nie ma z ta plaszczyzng punktow wspolnych, mo-
wimy, ze ta prosta jest rownolegla do tej ptaszczyzny (ryc. 5.7 i 3.8).

/

k|| o
///l /
/ / l
/, «/ A yalr:
Ryc. 5.7. Ryc. 5.8.
Whiosek. Prosta rownolegta do pfaszczyzny albo nie ma z ta ptaszczyzna punktoéw wspol-
nych, albo ma z nig co najmniej dwa punkty wspodlne. \k
Gdy prosta ma jeden punkt wspdlny z ptaszczyzng, wow- \ 7
czas mowimy, ze prosta przecina (albo przebija) ptaszczyzne P /
w tym punkcie (ryc. 5.9). a '
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: Ryc. 5\ 9
Twierdzenie

Prosta k, rownolegta do proste;j / lezacej na plaszczyznie o, jest rtéwnolegta do tej ptasz-
{ czyzny (ryc. 5.10).

UJ Dowdd. Jezeli prosta k lezy na ptaszczyznie ¢, to teze ma- k 2
my. Zalozmy zatem, ze prosta k nie lezy na tej plaszczyznie. a0 7
Proste k i/ jako rownolegle wyznaczaja pewna plaszczyzne S. /1

Prosta [ jest wtedy wspdlna prosta tych plaszczyzn. Gdyby

wigc prosta k miafa punkt wspolny z ptaszczyzng o, musiat- o
by to by¢ punkt prostej /, co jest niemozliwe (proste k i/ sa | g
rozlaczne). (J Ryc. 5.10.
Whiosek. Przez kazdy punkt przestrzeni mozna przeprowa-

dzi¢ nieskonczenie wiele prostych rownoleglych do danej

plaszczyzny.

Wzajemne pofozenie dwoch ptaszezyzn
Dwie ptaszczyzny w przestrzeni moga:
- by¢ rownolegle, co zachodzi, gdy nie maja punktu wspdlnego (ryc. 5.11) lub pokrywaja
sie (ryc. 5.12);

Ryc. 5.12.
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1. Przypomnienie wiadomosci

— przecinac si¢ wzdtuz prostej, zwanej ich wspolna krawedzia (ryc. 5.13).

e
’
’
1
/
/
’

Ryc. 5.13.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli dwie przecinajace sie proste k i/ lezace na plaszczyznie & s rownolegte do plasz-
czyzny f3, to plaszczyzny o i 3 sa rtownolegte (ryc. 5.14).

O Dowdd. Jedli proste k i lezg na plaszczyznie f3, to plaszezy- =~
zny A i 3 pokrywaja sie, sa zatem roéwnolegle. /c I/ /
Zatozmy wiec, ze plaszezyzny te sa rozne. Gdyby plaszczyzny ftagmrareanns
o i B przecinaly sie, to ich wspolna krawedz m bytaby rownole- /1
gla do prostych k i.. To za$ oznaczaloby, ze przez punkt P, w kto- 4

I

rym przecinaja si¢ proste k i/, mozna poprowadzi¢ dwie proste
rownolegte do prostej m (prostymi réwnolegltymi do m bylyby
whagnie proste k i[), co jest, jak wiemy, niemozliwe. Zatem plasz- Ryc. 5.14.

czyzny & i B sa rownolegle. (J

Wzajemne pofozenie dwdch prostych w przestrzeni
Kazde dwie proste lezace na jednej plaszczyznie albo sg rownolegte (ryc. 5.15), albo si¢
przecinaja (ryc. 5.16).

i [

Ryc. 5.15. Ryc. 5.16.
Dwie proste nielezace na jednej plaszczyznie i niemajgce punktu wspolnego nazywa-

my prostymi skosnymi (ryc. 5.17). . ‘

N

Ryc. 5.17.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Zatem kazde dwie proste w przestrzeni niemajace punktu wspdolnego sg albo rowno-
legte, albo skos$ne.

Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie
Dwie proste, z ktorych kazda jest rownolegta do trzeciej prostej, sa rownolegte.

Dowdd przeprowadzcie samodzielnie.
Odlegtoscig dwoch prostych sko$nych jest odlegto$é ptaszczyzn rownoleglych, z ktorych
jedna przechodzi przez jedna z tych prostych, a druga — przez druga z nich.

Prostopadtos¢ prostych w przestrzeni

Prostopadto$¢ prostych przecinajacych si¢ w przestrzeni definiujemy tak, jak ich pro-
stopadfo$¢ na plaszczyznie:

Dwie proste przecinajace si¢ w przestrzeni nazywamy prostopadlymi, gdy sa prostopa-
die na plaszczyZnie, na ktorej leza (ryc. 5.18).

kL1l

Ryc. 5.18.

Gdy dwie proste w przestrzeni sa skosne, @
to ich prostopadios¢ definiujemy nastepujaco:

Dwie proste skoSne nazywamy prostopa-
diymi, gdy sa rownoleglte odpowiednio
do prostych prostopadlych na ptaszczyZnie
(ryc. 5.19). Ryc. 5.19.

proste k i/ sa sko$ne, B
kALK KB LI

Prosta prostopadta do ptaszczyzny
Prostg nazywamy prostopadla do plaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopa-
dta do kazdej prostej lezacej na tej ptaszczyznie (ryc. 5.20).
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1. Przypomnienie wiadomosci

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezeli prosta k jest prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych /i m, to jest ona
prostopadta do kazdej prostej na plaszczyznie wyznaczonej przez proste [ i m.

(J Dowod. Wystarczy wykazaé, ze prosta k jest pro-
stopadta do prostej przechodzacej przez punkt, w kto-
rym przecinaja si¢ proste / i m (Dlaczego?). Oznacz-
my ten punkt przez O i poprowadzmy przezen jeszcze
prosta n (ryc. 5.21). PoprowadZmy na ptaszczyznie o
takze prosta , przecinajaca proste m, ni/w punktach
P, S1Q, ana prostej k obierzmy takie punkty A1 B, aby
punkt O byt srodkiem odcinka AB.

Zauwazymy wowczas, ze proste m i/ sa symetral-
nymi odcinka AB (w r6znych plaszczyznach), do kto-
rych naleza odpowiednio punkty P i(. Stad otrzymu-
jemy rownosci:

A

Ryc. 5.21.

(#) PA= PBiQA= (0B, a z nich przystawanie trojkatow PAQ i PBQ (cecha BBB) — co
daje rownosé katow APQ i BPQ. Z kolei z rownosci tych katéw i rownosci (+) wynika przy-
stawanie trojkatow APS i BPS (cecha BKB), a stad rownos¢: SA = SB, co oznacza, ze S le-
zy na symetralnej odcinka AB. Jest wigc nig prosta n, co koficzy dowdd prostopadiosci pro-

stychkin. (J

Ptaszczyzny prostopadte

Dwie plaszczyzny nazywamy prostopadlymi wtedy
i tylko wtedy, gdy jedna z nich zawiera prosta prostopa-
dfa do drugiej z nich (ryc. 5.22).

Rzut prostokatny

Rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne ¢ na-
zywamy punkt P', w ktorym plaszczyzne o przecina pro-
sta prostopadia do niej, poprowadzona przez punkt P
(ryc.5.23).

Diugos¢ odcinka PP' jest odlegtoScia punktu P
od plaszczyzny . Punkt P'jest oczywiScie rzutem prosto-
katnym na plaszczyzne o nie tylko punktu P, lecz takze
kazdego innego punktu prostej PP, jest wiec rzutem
prostej PP' na t¢ plaszczyzne. Stad wynika, ze rzutem
prostokatnym prostej na plaszczyzne, do ktorej jest ona
prostopadla, jest punkt.

/
1 Il
4 7
/
/
I/ )
! m

Ryc. 5.23.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezeli prosta nie jest prostopadta do ptaszczyzny, to jej rzutem prostokatnym na te plasz-

czyzng jest prosta.

W tym celu wystarczy rozwazy¢ prosta k spetniajaca zato-
zenia twierdzenia i przechodzaca przez punkt P, ktdrego rzu-
tem prostokatnym na plaszczyzne o jest punkt P' (ryc. 5.24).
Widzimy, ze ptaszczyzna B wyznaczona przez przecinajgce sie
proste PP'ik jest prostopadia do ptaszczyzny o. Wspo6lna kra-
wedz k' plaszczyzn o i B jest wowczas rzutem prostej k
na plaszczyzne o.

Kat prostej z ptaszczyzna

Prosta prostopadtfa do plaszczyzny tworzy z kazda pro-
sta na tej plaszczyZnie kat prosty. Gdy prosta [ przeci-
na plaszczyzne o, lecz nie jest do niej prostopadla, to nazy-
wamy ja pochyla. Tworzy ona rozne katy z prostymi
przechodzacymi przez punkt O, bedacy jej punktem
wspoOlnym z ptaszczyzna. Jedng z tych prostych jest prosta
['—rzut prostokatny prostej [ na t¢ ptaszczyzng (ryc. 5.25).

Ul

I' P

Ryc. 5.25.

o

1]ej rzut prostokatny na te ptaszczyzne (ryc. 5.25).

{Katem nachylenia pochylej do ptaszczyzny nazywamy kat ostry, utworzony przez pochqu]

Zachodzi twierdzenie, zwane twierdzeniem o trzech prostopadlych:

Twierdzenie

Jezeli prosta lezaca na plaszczyznie i‘przechodzaca przez punkt przeciecia pochylej.
z plaszczyzna jest prostopadta do rzutu prostokatnego pochylej, to jest prostopadta do tej

pochytej (ryc. 5.26).

Ryc. 5.26.
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1. Przypomnienie wiadomosci

(J Dowo6d. Oznaczmy punkt przecigcia pochylej [ P
i plaszczyzny o przez O, rzut prostokatny prostej [
na plaszczyzng o — przez [', a prosta przechodzaca
na plaszczyznie o przez punkt O niech bedzie prosta k
(ryc. 5.27).

Mamy wykazaé, ze jeSli k L ['to k L I. Obierzmy
na prostej / dowolny punkt P i pofagczmy ten punkt
i jego rzut prostokatny P' na plaszczyzne o z dowol-
nym punktem S prostej k. Z twierdzenia Pitagora-
sa zastosowanego do trdojkatow prostokatnych:
P'OS, P'OP i PP'S otrzymujemy odpowiednio row-
nosci:

(1) P'S*=P'0°+S0%

Ryc. 5.27.

(2) PO*=P'O* + PP";

(3) PS*= PP+ P'S”.
Z réwnosci tych wynika, ze:

PS’=PO’ = P'O*+P'O°+50°= PO’ + SO°, czyli PS’ = PO* + SO’

Ostatnia rownos$¢ dowodzi (na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitago-
rasa), ze trojkat POS jest prostokatny, o kacie prostym przy wierzchotku O. Konczy to do-
wod prostopadtosci prostych k i 7. [

Uwaga. Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne: Jezeli k L [, to k L ['. Jego dowod (ana-
logiczny do przedstawionego wyzej) mozecie przeprowadzi¢ samodzielnie.

Kat dwuscienny Sciany
Katem dwus$ciennym nazywamy figur¢ utworzona ‘

przez dwie potplaszczyzny o wspolnej krawedzi 1 kazda — ]

z dwoch czesci, na ktore te polptaszczyzny rozcinaja

przestrzen. kfaw‘?%

Model kata dwusciennego otrzymamy, zginajac kart-
ke papieru wzdluz narysowanej na niej prostej (ryc.
5.28). Zgiete czesci kartki mozemy sobie wyobrazic ja-
ko poétptaszczyzny o wspdlnej krawedzi. Nazywamy je
Scianami kata dwuSciennego.

Ryc. 5.28.

Rycina 5.29 przedstawia kat liniowy ACB kata dwu-
$ciennego. Jego ramionami sg potproste, wzdluz kto-
rych przecina $ciany danego kata dwusciennego plasz-
czyzna prostopadia do jego krawedzi. Miara kata
dwusciennego jest miara jego kata liniowego. Kat dwu-
Scienny, ktorego Sciany sa prostopadte, nazywamy ka-
tem dwusSciennym prostym.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Wielo$ciany

(Przyjmijmy, ze wieloScian to bryla, ktorej powierzchni¢ tworza wielokaty o nast@puje}cych\

wlasnosciach:

—kazde dwa z nich albo sa roztaczne, albo maja wspolny bok lub wspdlny wierzcholek i nie
leza w jednej plaszczyznie;

— kazdy bok ktoregokolwiek z tych wielokatow jest wspolnym bokiem doktadnie dwoch spo-
$rod tych wielokatow.

. J/

Wielokaty, ktore tworza powierzchni¢ wieloScianu, nazywamy jego Scianami, wspOlne
boki tych wielokatow — krawedziami, a wspOlne wierzcholki tych wielokatow — wierzchol-
kami wielo$cianu. WieloScianami sa na przyklad: graniastostupy (szesciany, prostopadto-
Sciany), ostrostupy, za$ bryly obrotowe: walec, stozek i kula nie sa wieloScianami.

Nazwa wieloScianu wywodzi si¢ zazwyczaj od liczby jego §cian, mamy zatem: czworo-
Sciany, piecioSciany, szeScio$ciany, oSmioSciany, dwunastosciany, dwudziestoSciany itp.
Na rycinie 5.30 widzimy pigcioScian, ktdrego powierzchnie tworza dwa trojkaty i trzy czwo-
rokaty, a rycina 5.31 przedstawia szeScioScian, majacy dwie Sciany trojkatne i cztery czwo-
rokatne.

Ryc. 5.31.

Jesli przez trzy niewspoétliniowe punkty wieloS§cianu nienalezace do jednej jego Scia-
ny poprowadzimy ptaszczyzne, to bedzie ona miala punkty wspolne z wnetrzem tego
wieloScianu. CzeS¢ wspolng takiej ptaszczyzny i wieloScianu nazywamy jego przekrojem
plaskim. Ryciny 5.32 i 5.33 przedstawiajg przekroje ptaskie czworoScianu:

A)

Ryc. 5.32. Ryc. 5.33.
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1. Przypomnienie wiadomosci

Nizej, na rycinie 5.34, widzimy przekroje ptaskie szeScianu:

>

-
-
-
-

Ryc. 5.34.

Wieloscian, ktory jest figurg wypukla, czyli figura zawierajaca kazdy odcinek o koncach
w punktach tej figury, nazywamy wieloscianem wypuklym. Ma on nastepujace wlasnosci:
—kazda jego Sciana jest wielokatem wypuklym,
— kazdy jego przekrdj jest wielokatem wypukiym,
—lezy po jednej stronie wyznaczonej ptaszczyzna kazdej jego Sciany.

Wieloscian wypukly, ktorego wszystkie $ciany sa przystajacymi wielokgtami foremny-
mi i ktorego kazdy wierzchotek nalezy do tej samej liczby Scian, nazywamy wieloScianem
foremnym (bryla platonska). Istnieje pigc¢ wieloScianow foremnych:

IR

czworosScian foremny szesécian o$mioScian foremny
dwunasto$cian foremny dwudziestoscian foremny
Ryc. 5.35.

Uwaga. WieloSciany foremne znali juz pitagorejczycy w VI wieku p.n.e. i pod postaciami
szeScianu, oSmioScianu, czworoScianu i dwudziesto$cianu wyobrazali cztery zywioly: zie-
mie, powietrze, ogien i wodg. Od czaséw Platona za posta¢ wszechSwiata uwazano piaty
wielo$cian foremny — dwunastoScian.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Powierzchni¢ wieloScianu wypuktego mozna rozcia¢ wzdiuz pewnych krawedzi, a na-
stepnie roztozy¢ ja na plaszczyzZnie tak, ze powstanie wielokat. Wielokat ten nazywamy siat-
kg wieloscianu. Na rycinie 5.36 widzimy przykiady wieloSciandw i ich siatek:

czworoScian foremny i jego siatka szeScian i jego siatka
osmioscian foremny i jego siatka dwunastoScian foremny i jego siatka

< 66
W VAVAVAVAVAV/
X7 WK

Ryc. 5.36.

%‘& Pytania i zadania
- 1. Wymien poznane wlasnoSci przestrzeni.
2. Jakie figury wyznaczaja ptaszczyzne?
3. Omow wzajemne polozenie w przestrzeni:
a) prostej i ptaszczyzny,
b) dwoch plaszezyzn,
¢) dwoch prostych.
4. Jaka prostg nazywamy:
a) prostopadia do ptaszczyzny,
b) pochyta?
5. Co to jest kgt nachylenia pochytej do ptaszczyzny?
6. Co nazywamy rzutem prostokatnym punktu na plaszczyzne?
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1. Przypomnienie wiadomosci

7. Jaka figura jest rzutem prostokgtnym prostej na ptaszczyzne?

8. Sformutuj twierdzenie o trzech prostopadiych.

9. Podaj okreSlenie:

a) kata dwusciennego 1 jego kata liniowego,
b) miary kata dwusSciennego.
10. Co to jest:
a) przekrdj ptaski wieloScianu,
b) siatka wieloScianu?

1. Ile r6znych ptaszczyzn moga wyznaczac:

a) trzy proste przecinajace sie¢ w jednym punkcie,
b) cztery punkty?

12. Dlaczego stot o trzech nogach stojacy na plaskiej powierzchni nie traci rownowagi?
Odpowiedz uzasadnij.

13. Wyjasnij, dlaczego st6t o czterech nogach stojacy na ptaskiej powierzchni niekiedy tra-
ci te rownowagg i dla jej poprawienia trzeba umieszcza¢ pod jedna z nég podkiadke?

14. Dana jest plaszczyzna ¢ i punkt P lezacy poza nia. Wskaz sposob przeprowadzenia
przez punkt P plaszczyzny rownoleglej do plaszczyzny o.

15. Dana jest plaszczyzna ¢ i rozlaczna z nig prosta k. Wskaz sposob poprowadzenia
na plaszczyznie & prostej rownoleglej do prostej .

16. Wskaz przekatng sufitu i sko$na do niej przekatng podtogi.

17. Na danych dwdch prostych skosnych & i/ obrano po dwa punkty odpowiednio A, BiC, D.
Wykaz, ze punkty te nie leza na jednej plaszczyZnie.

18. Jedna z dwdch ptaszczyzn zawiera dwie proste rownolegte do drugiej ptaszczyzny. Czy
plaszczyzny te sa rownolegte?

19. Na plaszczyznie o lezy prosta k i punkt P poza nia. Przez punkt Q poza plaszczyzna o

i punkt P poprowadzono prosta /. Jak sa polozone wzgledem siebie proste ki1?

20". Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wskaz w przestrzeni n prostych, z ktorych kazde dwie

sa skosne.

21. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wskaz w przestrzeni n prostych rownolegtych, z kto-
rych zadne trzy nie leza na jednej plaszczyznie.

22. Udowodnij, ze dwie plaszczyzny rownolegle przeciete
trzecia plaszczyzng przecinaja si¢ z nig wzdiuz prostych
rownolegtych.

23". W czworoscianie ABCD punkty P, Qi R sa srodkami od-

powiednio krawedzi AD, BDi1CD (ryc. 5.37). Udowodnij,
ze plaszczyzny POR i ABC sa rownolegte.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

24. W prostopadtoscianie ABCDA'B'C'D' (ryc. 5.38) wskaz: D! C
a) krawedzie rownolegte; A
b) krawedzie skosne,
c) krawedzie prostopadte,
d) Sciane rownolegla do krawedzi sko$nych.

25". W czworoscianie ABCD krawedzie A BiCD sa réwnej diu-
gosci. Srodkami krawedzi AC, BC, BD i AD sa odpowied-
nio punkty P, O, RiS (ryc. 5.39). Wykaz, ze proste PR10S
przecinaja si¢ pod katem prostym.

26°. W czworoScianie foremnym S$rodek jednej z wysokosci
potaczono odcinkami z wierzchotkami tego czworoscia-
nu nienalezacymi do niej. Udowodnij, ze odcinki te s pa-
rami prostopadte (ryc. 5.40).

27. Na modelu szescianu ABCDA'B'C'D' (ryc. 5.41) wsrod D C
przekatnych jego Scian wskaz: 4 %
a) pary przekatnych réwnoleglych, 3
b) pary przekatnych skos$nych.
Dot e
A ] B
Ryc. 5.41.

28". Oblicz odleglos¢ pary przekatnych skosnych dwoch sasiednich $cian sze$cianu o krawe-
dzi dtugosci 1.
29. Dana jest prosta k i punkt P lezacy na tej prostej. Poprowadz przez ten punkt ptaszczy-
zne prostopadta do tej prostej.
30. Wykaz, ze w prostopadfoScianie:
a) kazde dwie sgsiednie $ciany sg prostopadte,
b) krawedz boczna jest prostopadta do przekatnej podstawy.
31. Wskaz w prostopadtoScianie katy nachylenia do plaszczyzny podstawy:
a) krawedzi bocznej, b) przekatnej Sciany bocznej, c) przekatnej prostopadioScianu.
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1. Przypomnienie wiadomosci

32. Wskaz w prostopadtoscianie katy nachylenia jego przekatnej do Scian wychodzacych
z tego wierzchotka, co ta przekatna.
33. Dany jest punkt P poza plaszczyzng @ wyznaczong przez dane trzy punkty A, B, C. Wy-
kresl katy liniowe katow dwusciennych ptaszczyzn: ABP 1o, BCPio oraz CAP Q.
34°. W przestrzeni dany jest odcinek AB. Gdzie leza w przestrzeni punkty rowno odlegte
od koncdéw tego odcinka?

35". W przestrzeni dany jest kat dwuscienny. Gdzie leza w przestrzeni punkty rowno od-
legte od Scian tego kata?

36. Narysuj przekroj szeScianu plaszczyzng ABC:

Ke
5 ; :
//»_ . C" - ——— - I - [ By
* - o B @
A A A
¢
— 4
| R
A - o -
® -7
e B 2l C
Ryc. 5.42.
37. Narysuj przekroj ostrostupa ptaszczyzng ABC:
C
B D
B
A A

Ryc. 5.43.

38. Narysuj siatki rownolegloScianu o podstawie kwadratowej, graniastostupa prawidtowe-
go czworokgtnego, graniastostupa prawidiowego szeSciokatnego (ryc. 5.44):

/]

réwnoleglodcian o podstawie prostopadloScian graniastostup
kwadratowe;j prawidlowy prawidlowy szeSciokatny
Ryc. 5.44.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

39. Narysuj siatki: ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, ostrostupa prawidtowego
czworokatnego, ostrostupa prawidlowego szesciokatnego (ryc. 5.45).

O NH A

ostrostup prawidtowy ostrostup prawidiowy ostrostup prawidtowy
trojkatny czworokatny sze$ciokatny
Ryc. 5.45.

2. Pojecie graniastostupa, rodzaje graniastostupow

Przyjrzyjmy si¢ ponizszym wielo$cianom:

(D

Ryc. 5.46.

Kazdy z nich jest ograniczony z dwoch stron przysta-
jacymi wielokatami o odpowiednich bokach réwno-
leglych, a z pozostalych stron — réwnolegtobokami.
WieloSciany takie nazywamy graniastostupami.

Utworzenie takich wielo$cianoéw fatwo sobie wy-
obrazi¢, mianowicie: narysujmy dowolny wielokat
1 przez wszystkie jego wierzchotki poprowadzmy pro-
ste rownolegle, a nastepnie przetnijmy je plaszczyzna
rownolegla do plaszczyzny tego wielokata (ryc. 5.47). Ryc. 5.47.

.........
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2. Pojecie graniastosiupa, rodzaje graniastostupow

Przystajace wielokaty, zawarte w rownoleglych ptaszczyznach, nazywamy podstawami gra-
niastostupa, a powstate rownolegtoboki — jego Scianami bocznymi. Krawedzie Scian bocz-
nych graniastostupa okreslamy mianem jego krawedzi bocznych, a wspolne krawgdzie Scian
bocznych i podstaw graniastostupa sa krawedziami podstaw tego graniastostupa.
WysokoScig graniastostupa nazywamy odcinek prostopadly do obu podstaw, ktorego diu-
gos$¢ jest rowna odlegtosci tych podstaw (ryc. 5.48).

Y <~ |

Ryc. 5.48.
Graniastostup, ktorego krawedzie boczne sa prostopadte do podstaw, nazywamy gra-
niastostupem prostym. W graniastostupie prostym wszystkie Sciany boczne s prostokg-
tami, a kazda krawedz boczna jest jego wysokoscia (ryc. 5.49).

A

Ryc. 5.49.

Graniastostup prosty, ktorego podstawa jest wielokat foremny, nazywamy graniasto-
stupem prawidtowym. Graniastostup, ktorego podstawa jest trojkat, zwiemy graniastosfu-
pem trojkatnym; jesli podstawa jest czworokat — czworokatnym itd. Na rycinie 3.50 widzi-
my graniastostup prawidlowy szeSciokatny.

Ryc. 5.50.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Graniastostup, ktorego podstawami sa rownolegtoboki, nazywamy réwnoleglo$cianem
(ryc. 5.51).

Ryc. 5.51.

Prostopadlo$cian jest takim graniastostupem prostym, ktérego podstawami sa prosto-
katy, a szeScian to taki prostopadloScian, ktorego kazda Sciana jest kwadratem (ryc. 5.52).

Ryc. 5.52.

Polem powierzchni calkowitej graniastostupa nazywamy sume pol wszystkich jego Scian,
za$ sume pol Scian bocznych okreSlamy mianem pola powierzchni bocznej. Jesli zatem
oznaczymy jako S - pole powierzchni calkowitej, jako S | — pole podstawy, a jako S, — po-
le powierzchni bocznej, to otrzymamy rOwnos¢:

S.=28 +5,.
C P h

Jezeli graniastostup jest prosty i ma wysokos¢ A, a jego podstawa jest n-katem o bokach dtu-
goscia,a,,...,a,, to Sciany boczne tego graniastostupa sg prostokgtami o bokacha, h;a,, h;...;
a ,h.Stad pole powierzchni bocznej S, =a h+a,h+ ... +a h= (a1 ta,+...+ an) h. Ponie-
waz liczba a,+a,+...+a, jest obwodem podstawy graniastostupa, wigc zachodzi

twierdzenie:

Twierdzenie
Pole powierzchni bocznej graniastostupa prostego jest rowne iloczynowi obwodu pod-
stawy 1 wysokoSci graniastostupa.

%\ Pytania i zadania
L Podaj okreSlenie graniastostupa.
2. Jaki graniastostup nazywamy:
a) graniastostupem prostym;
b) graniastostupem prawidtowym?
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2. Pojgcie graniastostupa, rodzaje graniastostupow

10.

11.

12.

13.

Co to jest:

a) rownolegloscian,

b) prostopadtoscian,

c) szeScian?

Co okre§lamy mianem pola:

a) powierzchni bocznej graniastostupa,

b) powierzchni catkowitej graniastostupa?

Ile wierzchotkow, krawedzi i Scian ma graniastostup:

a) trojkatny, b) czworokatny, ¢) pigciokatny,
d) szeSciokatny, e) n-katny?

Ile bokéw ma podstawa graniastostupa, ktorego Sciany boczne majg razem:

a) 6 przekatnych,  b) 12 przekatnych, ¢) 20 przekatnych,

d) 30 przekatnych, e) 72 przekatne?

Jeden z dwoch graniastostupow ma 2 razy wigcej Scian i o 21 krawedzi wigcej niz dru-
gi. Jakie wielokaty sa podstawami tych graniastostupow?

Przekatna szescianu jest dtuzsza od przekatnej jego $ciany o 3 cm. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego szeScianu.

Pole powierzchni catkowitej prostopadto$cianu réwna sie 118 cm?, a jego przekatna ma
dlugo$é ,/78 cm. Oblicz sume diugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu.
Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prostego, ktorego podstawa jest
romb o przekatnych dlugosci 12 cm i 6 cm, a przekgtna Sciany ma dtugo$¢ 22 cm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego, ktore-
go wszystkie krawedzie sa dtugosci a.

Pola §cian o wspolnym wierzchotku w pewnym prostopadioScianie wynoszg 30, 35 1 42.
Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadioscianu.

Narysuj siatke prostopadtoscianu o wymiarach 2 x 3 x 5, ktéry rozcigto wzdtuz krawe-
dzi zaznaczonych na czerwono (ryc. 5.53).

Ryc. 5.53.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

14. Na brzegach siatek wieloscianow, ktore przedstawia ponizsza rycina, sg zaznaczone
punkty A, B,C, D, E.

C

LN

[N

oD E

¢B

e

E

Ryc. 5.54.

Literami A, B, C , D,, E, zaznacz na tych siatkach punkty, ktore po sklejeniu siatki na-
toza si¢ na punkty A, B, C, D, E.

15. Szescian ABCDA| B, C, D, o krawedzi dtugosci 4 cm przecigto plaszczyzna przechodzg-
ca przez wierzchotki A, C, D . Oblicz pole otrzymanego przekroju.

16. Szescian o krawedzi dlugoSci a przecigto plaszczyzng wyznaczona przez jego przekat-
ng i Srodek jednej z jego krawedzi bocznych. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

17. W graniastostupie prawidlowym trojkatnym ABCA B, C, krawedz podstawy ma dfu-
gos¢ 9 ecm. Oblicz pole przekroju plaszczyzng ABC, nachylong do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°.

18. Oblicz pole przekroju ABD, graniastostupa prawidlowego szeSciokatnego
ABCDEFA,B,C D, E | F, o krawedzi podstawy dtugosci a i wysokosci diugosci 2a.

3. Pojecie ostrostupa, rodzaje ostrostupéw

Ostrostupem nazywamy wieloScian, ktdrego jedna Sciana, okre§lana mianem podsta-
wy, jest dowolnym wielokatem, a pozostate Sciany, zwane §cianami bocznymi, sg trojka-
tami o wspOlnym wierzchotku.

Wierzchotek ten nazywamy wierzcholkiem ostrostupa (ryc. 5.55).

YOV

Ryc. 5.55.

Nazwa ostrostupa zalezy od jego podstawy. Gdy jest nig trdjkat, ostrostup zwiemy
trojkatnym, gdy pieciokat — pigciokatnym, gdy n-kat — n-katnym.
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3. Pojecie ostrostupa, rodzaje ostrostupow

Ostrostup o podstawie trojkatnej nazywamy tez czworoscianem, gdyz ma on cztery $cia-
ny. Ostrostup o podstawie czworokatnej, pigciokatnej, ... , n-katnej jest odpowiednio: pig-
cioScianem, szeScio§cianem, ..., (n + 1)-Scianem.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek prostej prostopadiej do ptaszczyzny jego
podstawy, ktorego jednym koficem jest wierzchotek ostrostupa, a drugim — punkt pfasz-
czyzny podstawy zwany spodkiem wysokosci. Spodek wysokoSci ostrostupa moze si¢ zna-
lez¢ wewnatrz podstawy (ryc. 5.56), na jej brzegu (ryc. 5.57), a takze na zewngtrz niej

(ryc. 5.58).

Ryc. 5.56.

b &

Ryc. 5.57. Ryc. 5.58.

Ostrostup nazywamy prawidlowym, gdy jego podstawa jest wielokgtem foremnym,
a krawedzie boczne sa rownej dlugosci (ryc. 5.59).

>

Ryc. 5.59.

W kazdym ostrostupie prawidiowym:
a) Sciany boczne sa przystajacymi trojkgtami rownoramiennymi,
b) spodkiem wysokosci jest Srodek podstawy,
c) wysokos¢ §ciany bocznej dzieli na pot krawedz podstawy.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Polem powierzchni catkowitej (lub krotko: polem powierzchni) ostrostupa nazywamy
sume¢ pol wszystkich jego Scian. Oznaczajac przez S, pole powierzchni ostrostupa, przez
S, —pole podstawy, a przez S, — pole powierzchni bocznej, czyli sumg pol wszystkich Scian
bocznych ostrostupa, mozemy zapisa¢ rownosc:

S, =S +S,.

Przetnijmy ostrostup piaszczyzng rowno-
legla do ptaszczyzny podstawy. Otrzymang
miedzy tymi plaszczyznami czg$¢ ostrostupa
nazywamy ostrostupem $cietym. Na ryci-
nie 5.60 widzimy dwa ostrostupy Sciete: troj-
katny i czworokatny. Ostrostup Sciety ma
dwie podstawy, zawarte w plaszczyznach
rownolegtych, ktore sa wielokatami podob-
nymi, 1 Sciany boczne, ktore sa trapezami.

Ostrostup Sciety nazywamy prawidio-
wym, gdy jego podstawy sa wielokatami fo- Ryc. 5.60.
remnymi, a Sciany boczne — przystajacymi
trapezami rOwnoramiennymi.

WysokoScig ostrostupa Scietego jest od-
cinek prostej prostopadlej do podstaw,
ktorego diugos¢ rowna si¢ odlegtosci tych
podstaw (ryc. 5.61). Polem powierzchni
ostrostupa Scietego jest zatem suma pol
podstaw i pola powierzchni boczne;.

. Ryc. 5.61.
Pytania i zadania
1. Podaj okreslenie ostrostupa.
2. Jaki ostrostup nazywamy ostrostupem prawidtowym?
3. Co to jest ostrostup Sciety?
4. Co okreSlamy mianem pola:
a) powierzchni bocznej ostrostupa,
b) powierzchni catkowitej ostrostupa?
5. Ile wierzchotkow, krawedzi i §cian ma ostrostup:
a) trojkatny,
b) czworokatny,
c) pieciokatny,
d) szeSciokatny,
e) n-katny?
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4. Wzajemne potozenie krawedzi i $cian w graniastostupach i w ostrostupach

6. Ile wierzchotkow, krawedzi i Scian ma ostrostup Sciety:
a) trgjkatny, b) czworokatny, c) pigciokatny,
d) szeSciokatny, e) n-katny?

7. lle bokéw ma podstawa ostrostupa Scigtego, ktorego Sciany majg razem:
a) 6 przekatnych,  b) 12 przekatnych, ¢) 20 przekatnych?

8. Narysuj siatke ostrostupa prawidtowego:

a) trojkatnego, b) czworokatnego, ¢) szeSciokatnego.
9. Oblicz pole powierzchni:
a) czworo$cianu foremnego o krawedzi dtugosci g;
b) ostrostupa prawidiowego czworokatnego, ktorego krawedz boczna i krawedz pod-
stawy majg dtugos¢ a.

10. Oblicz pole powierzchni ostrostupa, ktdrego podstawa jest trojkat rownoboczny o bo-
ku a, a jedna ze Scian bocznych jest przystajacym do podstawy trojkatem i jest do niej
prostopadta.

11". Wykaz, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa prostego (czyli takiego, w ktorego pod-
staw¢ mozna wpisac okrag majacy Srodek w spodku wysokosci ostrostupa) rowne jest
potowie iloczynu obwodu podstawy i wysokoSci $ciany bocznej.

12". Udowodnij, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa Scietego prostego jest rowne iloczy-
nowi wysokoSci Sciany bocznej tego ostrostupa i pofowy sumy obwodow jego obu podstaw.

4. Wzajemne potozenie krawedzi i Scian w graniastostupach
i w ostrostupach

Powr6¢my do graniastostupow. Ich podstawy sa, jak wiemy, przystajacymi wielokata-
mi, zawartymi w plaszczyznach réwnolegtych, a Sciany boczne — rownoleglobokami. Stad
wynika, ze kazde dwie krawedzie boczne graniastostupa sa rownolegte, za$ kazda krawedz
podstawy jest skosna do kazdej z tych krawedzi bocznych, ktdre nie naleza do wspdlnej z nig
Sciany.

Ryc. 5.62.

W graniastostupach prostych krawedzie boczne sg prostopadie do podstaw, a zatem
— takze do krawedzi podstaw.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Przekatna graniastostupa (podobnie jak kazdego wieloscianu) nazywamy odcinek 13-
czacy dwa wierzchotki nienalezace do tej samej Sciany.

Ryc. 5.63.
Ponizsza rycina przedstawia modele graniastostupow i rozmaite katy nachylenia.

a)’ A (\\ la\ /

Ryc. 5.64.

Czy umiesz okreSli¢, co to za katy?

Przejdzmy teraz do ostrostupoéw. W kazdym ostrostupie krawedzie boczne majg punkt
wspdlny w wierzchotku ostrostupa. Mozna tez wskaza¢ w ostrostupie pary krawedzi sko-
$nych; w kazdej takiej parze wystepuje krawedZ podstawy i nienalezaca do wspolnej z nig
Sciany krawedZ boczna.

Mozna udowodnic, ze na przyktad w czworoscianie fo-
remnym kazde dwie przeciwlegle krawedzie sg skoSne
i prostopadte. W tym celu wystarczy zauwazyc¢, rozpatru-
jac czworoscian foremny ABCD (ryc. 5.65), ze krawedzie
na przyktad AC i BD s3 rownolegle do odpowiednich bo-
kow czworokata o wierzchotkach w srodkach P, O, R, S kra-
wedzi CD, DA, AB i BC, ktory jest kwadratem (wykaz to!).

Na rycinie 5.66 przedstawiono modele ostrostupow pra-
widtowych, w ktorych zaznaczono rozmaite katy nachylenia.

Czy umialbys nazwac te katy?
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4. Wzajemne pofozenie krawedzi i $cian w graniastostupach i w ostrostupach

Oto najwazniejsze twierdzenia dotyczace ostrostupow:

Twierdzenie 1.
W kazdym ostrostupie prawidlowym réwne sg:
a) katy nachylenia krawedzi bocznych do podstawy;
b) katy nachylenia Scian bocznych do podstawy.

U Dowod.

a) Rozpatrzmy trdjkaty prostokatne AOS
1 BOS (ryc. 5.67). Trojkaty te sa przysta-
jace, gdyz AS=BS, AO=BO, a ich
wspoélna przyprostokatng jest SO. Stad
wynika rownos¢ katow SAO 1 SBO.

b) Rozwazmy trojkaty prostokatne POW
1 QOW. Sa one przystajace, gdyz
PW=0W, PO=QO0O, a ich wspo6lna
przyprostokatng jest OW. Z przystawa-
nia tych trojkatéw wynika rownos¢ ka-
tow OPW i OQW. UJ
Podobnie rozumujac, mozna udowodni¢ prawdziwosé nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 2.
Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne ostro-
stupa sa nachylone do podstawy pod tym samym katem, to ostrostup ten jest prawidtowy.

J

)

Twierdzenie 3.
Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat o bokach rownej diugosci i wszystkie krawe-

dzie boczne ostrostupa sa réwnej dtugosci, to ostrostup ten jest prawidiowy.

.

1 Twierdzenie 4.
Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat o bokach rownej diugosci i wszystkie krawe-
dzie boczne ostrostupa sg nachylone do podstawy pod tym samym katem, to ostrostup ten

jest prawidtowy.

Pytania i zadania

1. Wskaz na modelu graniastostupa prawidiowego trojkatnego pary krawedzi:
a) rownoleglych, b) prostopadtych, c) skoSnych.

2. W graniastostupie prawidiowym trojkatnym przekatna Sciany bocznej ma dtugos$é 2 cm
i jest nachylona do podstawy pod katem 30°. Oblicz pole-powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

3. Wskaz pary krawedzi rownoleglych, prostopadlych i skoSnych na modelu graniastostu-
pa prawidlowego:

a) czworokatnego, b) pieciokatnego, c) szeSciokatnego.

4. Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest nachylona do podstawy
pod katem 30°. Krawedz podstawy ma dfugos¢ 3 cm. Oblicz pole powierzchni catkowi-
tej tego graniastostupa.

5. Wyznacz dtugosci przekatnych szesciokatnego graniastostupa prawidtowego o krawe-
dzi podstawy dtugosci 1 i 0 wysokoSci diugosci 2.

6. Wykaz, ze jezeli rownoleglo$cian ma wszystkie przekatne rownej dtugosci, to jest pro-
stopadioScianem.

7". Wykaz, ze suma katow migdzy przekatnymi trzech Scian prostopadtoScianu o wspolnym
wierzchotku, wychodzacymi z tego wierzcholka, jest katem poipetnym.

8. W ostrostupie trojkatnym wszystkie katy ptaskie przy kazdym wierzchotku sg rowne.
Udowodnij, ze ostrostup ten jest czworoScianem foremnym.

9. W ostrostupie prawidtowym trdjkatnym krawedzie boczne dlugosci 4 sa nachylone
do podstawy pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

10. Udowodnij, ze jezeli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa nachylone do podsta-
wy pod tym samym katem, to spodek wysokosci tego ostrostupa jest Srodkiem okrggu
opisanego na jego podstawie.

11. Udowodnij, ze jezeli wszystkie Sciany boczne ostrostupa sa nachylone do podstawy pod
tym samym katem, to spodek wysokosci tego ostrostupa jest Srodkiem okregu
wpisanego w jego podstawe.

12.Podstawa pewnego ostrostupa jest rownolegiobok, a krawedzie boczne tego ostrostu-
pa sa rownej dtugosci. Wykaz, ze podstawa tego ostrostupa jest prostokatem.

13. Wykresl kat nachylenia $ciany ABC do Sciany ADC w ostrostupie trojkgtnym ABCD, kto-
rego wszystkie katy plaskie przy wierzchotku D sg proste (ryc. 5.68).

5. Zwiazki miarowe w graniastostupach

Wiemy juz, jak obliczaé pola powierzchni graniastostupéw. Teraz poSwigcimy nieco uwa-
gi zagadnieniom dotyczacym obliczaniu ich objetosci. Przedtem jednak przypomnijmy
wiadomosci dotyczgce objetosci bryly i objetosci prostopadtoScianu.

Kazda bryla wypelnia w przestrzeni pewna jej cz¢s¢, ktorg mierzymy, obliczajac obje-
to$¢ bryly. W tym celu najpierw obieramy bryle, ktérej objetoS¢ oznacza¢ bedziemy licz-
ba 11 traktowac jako jednostke objetosci. Za jednostke te przyjmujemy objetosS¢ szeScianu,
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5. Zwigzki miarowe w graniastostupach

ktorego krawedz ma dtugos$c 1, na przyktad 1 cm (ryc. 5.69). Wtedy
jednostka objetosci jest 1 cm?. Innymi jednostkami objetosci sa:

1dm’=1000cm”, 1 m’= 1000 dm’ itd.

Objetosé bryly jest liczba dodatnia, otrzymana jako wynik pomiaru fmeme- L
objetosci bryly obrana jednostka. Mierzenie objetoSci podlega dwom 1
zasadom: 1
1. Jezeli bryly sa przystajace, to majg rowne objetosci. Ryc. 5.69.

2. Jezeli bryle podzielimy na mniejsze bryly, to jej objetoS¢ jest rowna

sumie objetosci jej czesci.
Na przykiad objetos¢ bryly ulozonej z 5 klockdw, z ktorych kazdy ma objeto$é 3 dm? (ryc. 5.70),
wynosi 15 dm?.

/ /

dm

Ryc. 5.70.

Objetos¢ wieloScianu oznaczac bedziemy litera V.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Objetos¢ prostopadto$cianu rowna jest iloczynowi dtugosci jego krawedzi wychodzacych
z jednego wierzchotka.

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi€. Znacie je jeszcze
z gimnazjum.

Przy oznaczeniach jak na rycinie 5.71 tres¢ tego twierdzenia
mozemy wyrazi¢ wzorem: [

V=a-b-c. a
Wynika z niego, ze sze$cian o krawedzi dlugosci a ma obje-

sz o2 3
toscrowna a :

V=a'.

Przejdzmy teraz do okreélenia wzoru na objetoS¢ dowolne-
go graniastostupa. Bedziemy rozumowac w duzym uproszcze-
niu, opierajac si¢ na twierdzeniu, zwanym zasadg Cavalieriego:
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Twierdzenie 2.
Jezeli dwie bryly zawarte miedzy dwiema rownoleglymi pfaszczyznami maja t¢ wlasnosc,
ze ich przekroje dowolng ptaszczyzna réwnolegla do tych dwoch plaszczyzn maja rowne
pola, to bryly te maja réwne objetosci (ryc. 5.73 1 5.74).

i

Ryc. 5.73.

Ryc. 5.74.

Dowo6d pomijamy, gdyz wykracza znacznie poza ramy naszego podrecznika.
Whioskiem z tego twierdzenia jest:

Twierdzenie 3.
Jezeli dwa graniastostupy maja podstawy o réwnych polach i wysokosci o réwnych dtu-
gosciach, to maja réwne objetosci.

Ryc. 5.75.
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5. Zwigzki miarowe w graniastostupach

(J Dowod. Rozwazmy dwa graniastostupy o podstawach lezacych na ptaszczyznie @, prze-
ciete rownolegla do niej ptaszczyzna 3 (ryc. 5.75). Poniewaz przekrdj graniastostupa plasz-
czyzng rownolegly do plaszczyzny jego podstawy jest przystajacy do tej podstawy, ma wiec
pole rowne polu tej podstawy. Zakladajac zatem, ze rozwazane graniastostupy majg pod-
stawy o rownych polach i wysokosci o rownych dlugoSciach, stwierdzamy, ze ich przekro-
je ptaszczyzna S maja rowne pola. Stad wynika, na mocy zasady Cavalieriego, ze maja one
takze réwne objetosci. [

Z udowodnionego twierdzenia wynika kolejne, opisujace wzdr na objetos¢ dowolnego
graniastostupa:

Twierdzenie 4.
Objetosé dowolnego graniastostupa rowna jest iloczynowi pola jego podstawy i dtugo-
$ci jego wysokosSci.

Oznaczajgc przez S, pole podstawy graniastostupa, a przez i — dtugos¢ jego wysokosci,
tres¢ tego twierdzenia mozemy wyrazi¢ wzorem:

V=S -h
P

(J Dowdd. Zastapmy jeden z graniastostupow rozwazanych w dowodzie twierdzenia 3. pro-
stopadloscianem o tym samym polu podstawy i o wysokosci tej samej diugosci (ryc. 5.76).

@ Ity
B,

Ryc. 5.76.

Z twierdzenia 3. wynika, ze bryly te maja rowne objetosci. Oznaczajac objetoS¢ graniasto-
stupa przez V, a prostopadioscianu — przez V', otrzymujemy réwno$¢ V =V". Przyjmujac
oznaczenia dtugosci krawedzi tego prostopadto$cianu, wedtug ryciny 5.76, uzyskujemy row-
nosci:

S,=abih=c

Wynika z nich, ze:

V=V'=a-b-c=(ab)c=5 h0

Wykorzystajmy zdobyte wiadomosci do rozwigzania kilku zadan.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Przyklad 1. Oblicz objetos¢ graniastostupa prawidiowego trojkatnego,
ktorego wszystkie krawedzie maja dlugos¢ 4 cm.

Rozwiazanie:

4% /3

Z treéci zadania wynika ze Sp == = 4 \/3, a h=4.

ZatemV =S -h=4-/3-4=163.

Odpowiedz: V=16 /3 cmd.

Przyklad 2. Wysokos¢ réwnolegloScianu wynosi 5 cm, a podstawa
jest rombem o przekatnych diugosci 3 cm i 6 cm. Oblicz objetosé
tego rownolegloScianu (ryc. 5.78).

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze Sp: % =9, a h=5.

Wobec tego V=S -h=9-5=45.
Odpowiedz: V=45 cm?.
Przykiad 3. Najdluzsza przekatna graniastostupa prawidtowego
szeSciokatnego ma dtugos$c d i tworzy z krawedzig boczng tego gra-
niastostupa kat ¢t. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej te- o
go graniastostupa. ' :

Ryc. 5.78.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.79. Korzystajac z defi-
nicji sinusa i cosinusa kata ostrego w trojkacie prostokatnym,
otrzymujemy:

2a=d sina, czyli a:%dsina oraz h=d-cosq.

Po podstawieniu tych danych do wzoréw na pole podstawy i pole Ryc. 5.79.
powierzchni bocznej uzyskujemy:
/3
S,=6" aff =3 ~%d2- sin“a- /3= igédzsinza,

Sb=6-a'h=6-%-d-sina-a’-cosa=3dzsina-cosa,

skad pole powierzchni catkowitej:

S.= 2S +5,=2- 3[ sin2a+3d2sinoc~cosa:%dzsina<4cosa+ﬂsind),

za$ objetos¢:
V:Sp~h=%~d2‘ sin“or-d- cosa:%aﬁsinza- cos .
Zadanie ma oczywiscie sens, gdy a € (0°;90°).

Odpowiedz: S —id sma<4cosa+/§sma) 3/ d’sin” acosa, gdzie o € (0°;90°).
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5. Zwigzki miarowe w graniastostupach

Pytania i zadania

1.

Oblicz pole powierzchni i objeto$¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego o kra-
wedzi podstawy dtugosci 3 cm i kacie nachylenia przekatnej do plaszczyzny podstawy
rownym 30°.

W graniastostupie prawidfowym tréjkatnym przekatna Sciany bocznej ma diugosc 4 cm
i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni i ob-
jetos¢ tego graniastostupa.

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego szeSciokatnego o ob-

3/3

jetosci - dm?, ktorego krawedz podstawy i wysokoS¢ sa rownej dtugosci.

Oblicz pole powierzchni i objetosé rownoleglo$cianu, ktorego kazda Sciana jest rom-
bem o boku dfugosci 4 cm i kacie rozwartym rownym 120°,

. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny. Przekgtne Scian bocznych ma-

ja dlugosci: 4 cm, 5 cm i 6 cm. Oblicz pole powierzchni i objetosS¢ tego graniastostupa.
Podstawa graniastostupa jest szesciokat foremny. Krawedz boczna dtugosei 4 cm jest
nachylona do podstawy pod katem 60°. Srodek jednej podstawy jest rzutem prostokat-
nym wierzchotka drugiej podstawy. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ tego graniasto-
stupa.

" Wykaz, ze w kazdym rownoleglo$cianie suma kwadratéw dlugosci przekatnych row-

na jest sumie kwadratow dtugosci wszystkich jego krawedzi.

Wskazowka. Skorzystaj z podobnej wlasnosci rownolegtoboku.

Wyznacz diugosci krawedzi graniastostupa prawidtowego szesciokatnego o polu po-
wierzchni bocznej S, = 36 cm? i 0 objetosci V =27 /3 emd.

. W graniastostupie prawidtowym trojkatnym poprowadzono plaszczyzng przez krawedz

podstawy dolnej i $rodek cigzkoSci podstawy gornej. Plaszczyzna ta jest nachylo-
na do plaszczyzny podstawy pod katem 45°. Przekroj tego graniastostupa tg plaszczy-
zna ma pole 20 cm?. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni tego graniastosiupa.

10. Oblicz dtugos¢ promienia R kuli opisanej na graniastostupie prostym o wysokosci H = 24

i podstawie, ktora jest trojkatem prostokatnym o przyprostokatnycha = 6ib = 8.

11. W graniastostupie prawidlowym trojkatnym o krawedzi podstawy diugosci a przekatna

$ciany bocznej jest nachylona do sasiedniej Sciany bocznej pod katem . Oblicz objgtosc

.\

tego graniastosiupa.

a

Ryc. 5.80.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

6. Zwiazki miarowe w ostrostupach

Poznamy teraz wzor na objeto$¢ dowolnego ostrostupa. Rozwazmy najpierw ostrostup
trojkatny, by potem przej$¢ do ostrostupa o dowolnej podstawie. Bedziemy rozumowac,
podobnie jak w podrozdziale poprzednim, opierajac si¢ na przyjetej bez dowodu zasadzie
Cavalieriego. Niech ABCD bedzie dowolnym ostrostupem trojkatnym. Przetnijmy go ptasz-
czyzna B, rownolegta do plaszczyzny o jego podsta- D
wy ABC. Punkty przebicia plaszczyzny 3 krawedzia-

mi bocznymi AD, BD i CD oznaczmy odpowiednio
przez A, B'i C' (ryc. 5.81).

Ponadto przyjmijmy jeszcze oznaczenia: 0

DO=h,DO' =, p

S, - pole trojkata ABC (podstawy),

S'— pole trojkata A'B'C' (przekroju).

Udowodnimy teraz rownosc: a

2
S'_(h
0 $=(%)
r
UJ Dowod. Z rownolegtosci plaszezyzn o i 8 wynika rownolegtosé par odcinkéw: ABi A'B',
BCiB'C'oraz ACi A'C". Z twierdzenia Talesa otrzymujemy réwnoSci:
AB'_DB'_B'C'_DC'_AC' . ”
AB DB - BC -~ DC - A2 stad rOwnosci:
’L}L\g = %g = ‘Zg , ktore dowodza, ze trojkaty A'B'C'i ABC sa podobne. Skalg ich po-
dobienstwa jest stosunek %AK (réwny —%— — na mocy twierdzenia Talesa, zastosowanego

Ryc. 5.81.

do katow AOD i A'O'D na ryc. 5.81). Poniewaz stosunek p6l figur podobnych jest rowny

2
kwadratowi skali ich podobiefistwa, wiec g— = ( %) .0
P
Udowodniona rowno$¢ pozwala sformutowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Ostrostupy trojkatne o podstawach majacych réwne pola oraz o wysokosciach opusz-
czonych na te podstawy i majacych te sama diugos¢ maja rowne objetosci.

(J Dowod. Rozwazmy dwa ostrostupy trojkatne ABCD i A,B,C, D, o podstawach odpo-
wiednio ABC'i A, B, C, lezacych na plaszezyznie o, spetniajace podane w twierdzeniu za-
tozenia.

Wierzchotki D i D, obu ostrostupow leza wigc na pewnej ptaszczyznie B rownoleglej
do plaszczyzny . Przetnijmy ostrostupy plaszczyzna y rownolegta do ptaszezyzn a i B (ryc.
5.82). Punkﬁz jej przebicia krawedziami bocznymi tych ostrostupdéw oznaczmy odpowied-
nio przez A, B, C'i A, B/, C|"
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6. Zwigzki miarowe w ostrostupach

Ryc. 5.82.

Odlegtosé ptaszczyzn o i 3 jest rowna dlugosci wysokosci i rozwazanych ostrostupow,
odleglo$¢ za$ plaszczyzn y i B jest rowna diugosci wysokoSci A' ostrostupow A'B'C'D
1A/'B/'C/'D,.

Oznaczmy pole podstaw danych ostrostupow przez S, a pola ich przekrojow A'B'C '
i A/'B,'C|'plaszczyzna Y odpowiednio przez S, 15,

2

' S
7 udowodnionego wzoru (*) otrzymujemy rownosci —S—l = <%> = S—z, a stad rownos¢
p p

S, =S, zktorej z kolei wynika, na mocy zasady Cavalieriego, ze rozwazane ostrostupy ma-
ja rowne objetosci. UJ

Zanim zajmiemy si¢ wzorem na objetos¢ dowolnego ostrostupa, udowodnijmy jeszcze
jedno twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Jezeli ostrostup trojkatny i graniastostup trojkatny maja podstawy o rownych polach
i wysokosci opuszczone na te podstawy o réwnych diugosciach, to ostrostup ten ma obje-
to$¢ trzy razy mniejsza od objetosci tego graniastostupa.

(J Dowod. Rozwazmy graniastostup troj- A,
katny ABCA,B,C, o podstawach ABC v
i A, B,C . Rozetnijmy go na trzy ostrostu- A v
py trojkatne: ABCB,, ACB A i CB C A,
(ryc. 5.83).

Poniewaz ostrostupy ABCB 1A, B,C,C
majg przystajace podstawy, odpowiednio C C
ABCiA B,C,,oraz wspOlng z danym gra-
niastostupem wysokos¢, maja wigc tez row-
ne objetosci (zgodnie z twierdzeniem 1.). A c
Dotyczy to rowniez ostrostupow CB,C | A, B
i ACB,A,. Wystarczy za ich podstawy Ryc. 5.83.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

przyjac trojkaty A, €', C'i ACA,, bedace potéwkami rownolegtoboku ACC| A,. Wysokosci tych
ostrostupow opuszczone na te podstawy majg dtugos¢ rowng odlegtosci wierzchotka B, od plasz-
czyzny tego rownolegloboku. Zatem ostrostupy, na ktdre rozcigliémy nasz graniastostup, ma-
ja rowne objgtosci. Oznaczajac je przez V,, a objetos¢ danego graniastostupa przez V,

otrzymamy rowno$¢ 3V, =V, czyli rownos¢ V, = % V, wyrazajaca tre§¢ dowodzonej tezy. (]

Z twierdzenia tego wynika nastepujacy wniosek:
Whiosek. Objetos¢ V ostrostupa tréjkatnego o polu S, podstawy i wysokosci majacej diu-
g0S¢ h wyraza si¢ wzorem:

_1
V—g-Sp'h.

Rozwazmy wreszcie ostrostup, ktdrego podstawg jest dowolny wie-
lokat o polu S, a wysokos¢ niech ma diugos¢ 4. Podzielmy podstawe
na k trojkatow, na przyktad prowadzac przekatne z jednego jego
wierzchotka do pozostalych (ryc. 5.84). Jezeli przez S, S,, ..., S,
oznaczymy pola tych trojkatow, to otrzymamy réwnosé
S=8+S,+...+8S,

Trojkaty te stang si¢ podstawami ostrostupow o wspdlnym wierz-

chotku W danego ostrostupa i o wspolnej jego wysokosci 4. Objeto- Ryc. 5.84.
sciV, V...V, tych ostrostupow wynosza, odpowiednio: V, = %S L h,
1 1

Vo=38,h, V= 3 S, h. Poniewaz ostrostupy te wypetniajg caly nasz ostrostup, wigc je-

go objetos¢ V' jest rowna sumie V +V,+...+V,. Wobec tego otrzymujemy:

V=S he3Soht L tis h=t(s 454 es,) h=tson

Tym samym udowodniliémy twierdzenie:

Twierdzenie 3.
Objetosc V dowolnego ostrostupa o polu podstawy S, 10 wysokosci dfugosci i wyraza wzor:

Zanim przystapimy do rozwigzywania zadan, zajmijmy si¢ jeszcze wyprowadzeniem
wzoru na objetos¢ dowolnego ostrostupa Scigtego. Udowodnimy nastepujgce twierdzenie:

-

Twierdzenie 4.
Objetosc V dowolnego ostrostupa Scigtego o polach S,i S, jego podstaw i o dtugosci 4
jego wysokoSci wyraza si¢ wzorem:

V=3(8,+/5,5,+5,) -k

L=
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6. Zwiazki miarowe w ostrostupach

O Dowod. Rozwazmy dowolny ostrostup Sciety (na ryc. 5.85 wi-
dzimy ostrostup sze$ciokatny) i uzupetnijmy go do catego ostro- ’ "
stupa. Odleglos¢ jego wierzchotka od podstawy o polu S, ozna- 1
2
czmy przez h. Poniewaz zgodnie ze wzorem Si = (%) .
p
s, (h+hl)2 hh S in- h/s,
S\ TR e T 3 adh=—="75
’ 1 ﬁ S /sy Ryc. 5.85.
Teraz mozemy obliczy¢ objeto$¢ V danego ostrostupa Scigtego:

vels (nen)-Ltsn=tsn+ g (s-5,)n=

3 30 3
Lo 45 - m(fmfh%

“Lsne Lo (s + Js)) n fs,=5(5,+ /5,8, +5,)h O

Podrozdzml ten zakonczymy rozwigzaniem kllku zadan na ob-
liczanie pol powierzchni i objetoSci ostrostupow.
Przyklad 1. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostro-
stupa prawidfowego trojkatnego, wiedzac, ze jego krawedz bocz-
na ma diugos¢ 18 cm, a promien okregu opisanego na podstawie 8cm
wynosi 8 cm.

18 cm

. . a
Rozwiazanie:

Wprowadzmy oznaczenia:
a — dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa, a h
b — wysoko$¢ $ciany bocznej ostrostupa,

H — wysokos$c¢ ostrostupa (ryc. 5.86), a

h — wysoko$¢ podstawy ostrostupa,

R — promien okrggu opisanego na podstawie.

a/3_ 3,

Podstawa tego ostrostupa jest trojkatem réwnobocznym, wigc /1 = 5 =5

Stad diugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa . 7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
ponadto: H’= 18>~ 8= (18- 8)(18+8)=10-26=4-65, a wicc [H=2,/65 Wysokos¢
Sciany bocznej ostrostupa obliczymy rowniez na podstawie twierdzenia Pitagorasa:
b'=H +4’=4-65+4"=4-69, skad . Podstawa tego ostrostupa ma zatem pole:

“/3 (8f)f 643ﬂ

4
S,=3- a b=3" 1 .8,/3- 2./69=24- /3 /323 = 72 ./23. 3. Majac te dane, mozemy obliczy¢

pole powwrzchm calkowr[e] tego ostroslupa §.=8,+5,=48 J/3+72,/23=24 (2 J/3+3,/23 ),

oraz jego objetosé: V=15 - H=%-48,/3-2,/65=32,/195.
jeg 3

Odpowiedz: S, =24(2,/3+3 F) cm?, V=32 /195 cm®.

S,= 48./3, a pole jego powierzchni bocznej wynosi:
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Przyktad 2. Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat prosto-
katny ABC o przyprostokatnych AC i BC dtugosci a. Krawe-
dzie boczne tego ostrostupa takze sg dtugosci a. Oblicz ob-
j¢tos¢ tego ostrostupa i pole jego powierzchni catkowite;.
Rozwiazanie:

Sposob pierwszy. W danym ostrostupie oznaczmy przez
E Srodek krawedzi AB podstawy ABC i potaczmy go z wierz-
chotkami C'i D (ryc. 5.87). Zauwazmy, ze odcinek CE jest po- 4
towg przekatnej kwadratu o boku dtugosci a, ktérego poto-

wa jest podstawa danego ostrostupa. Wobec tego CE = %.

Ryc. 5.87.
Odcinek DE jest wysokoscig Sciany ABD, ktora jest trojkatem rownoramiennym o podsta-
wie AB. Stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata BDE, otrzymujemy:

2 2

\ 2 2
Poniewaz w trojkacie DEC mamy: DE*+CE’= (%) + (%) = %— + % =a’= DC’, wiec

wnioskujemy, na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ze trojkat ten
jest prostokatny o kacie prostym przy wierzchotku E. Sciana ABD jest wigc prostopadta
do ptaszczyzny ABC danego ostrostupa, za$ odcinek DE jest jego wysokosciag. Wobec tego

3
objetos¢ danego ostrostupa: V= % ~ % a-a- % = %—2—, a pole powierzchni catkowitej
2

v
2 2 >

3

-
Odpowiedz: V = a_lé}_’ S, = (1 + —@) a’.
Sposob drugi. Poniewaz wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa rownej diugosci,
wigc spodek jego wysokosci jest Srodkiem okregu opisanego na podstawie tego ostrostupa.
Skoro za$ podstawa ta jest trojkatem prostokatnym ABC o przeciwprostokatnej AB, to 6w
spodek jest srodkiem krawedzi AB. Wobec tego ciana boczna ABD danego ostrostupa jest pro-
stopadta do ptaszczyzny jego podstawy. Zatem trojkat DEC (oznaczenia na ryc. 5.87) jest pro-
stokatny, w ktérym DE = EC = %. Dalsze rachunki przebiegaja, jak w sposobie pierwszym.
Przyklad 3. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej D
ostrostupa prawidiowego tréjkatnego, ktorego krawedz
podstawy ma diugos¢ 2 cm, a Sciana boczna jest nachylo-
na do plaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Rozwigzanie:
Rozpatrzmy ostrostup ABCD spetniajacy warunki zada-
nia (ryc. 5.88). Poniewaz jest on prawidiowy, wiec:

— podstawa ABC jest trojkatem rdwnobocznym,

Ryc. 5.88.
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6. Zwiazki miarowe w ostrostupach

— §ciany boczne sg trojkatami rownoramiennymi, nachylonymi do podstawy pod tym samym
katem. Spodek wysokosci tego ostrostupa leiy na wysokosci CE podstawy i dzieli ja w sto-

sunku 2:1. Wobec tego CE = i =/3,EO= 3 CE= @

Zauwazmy tez, ze trojkat OED jest potowa trojkata rownobocznego o boku diugosci

/3 po- D@ﬁ:# /3

= 5 = 1. Zatem objetos¢ tego ostrostupa:

b1 23 23,5120

=3 Tz 1= za$ pole jego powierzchni catkowitej: S ==7—+ 35
=/3+2/3=3/3.
Odpowiedz: V = %3— cm?, S =3 /3 cm?
Przyklad 4. Oblicz miare¢ kata nachylenia Sciany bocznej
do plaszczyzny podstawy ostrostupa prawidfowego czworokat-
nego o krawedzi podstawy i wysokosci Sciany bocznej diugosci 2.
Rozwiazanie:

Niech SABCD bedzie prawidlowym ostrostupem czworokat-
nym, ktorego podstawa jest kwadrat ABCD (ryc. 5.89). Przetnij-
my go plaszczyzna wyznaczong przez srodki P i O krawedzi BC
i AD oraz wierzcholek S tego ostrostupa. Poniewaz ostrostup ten
jest prawidlowy, wyznaczona plaszczyzna jest prostopadia
do ptaszczyzny jego podstawy. Z tresci zadania wynika zas, ze
otrzymany przekroj POS jest trojkatem rownobocznym. Wobec
tego kat nachylenia Sciany bocznej BCS (i kazdej z trzech pozo-
stalych) do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa wynosi 60°.
Przyklad 5. Dany jest ostrostup prawidiowy trojkatny, majacy za
podstawe trojkat rownoboczny o boku diugosci a. Pole po-

2EO—2B wiec DE-2

wierzchni bocznej tego ostrostupa wynosi 0,25 J154°. Wyznacz

miare kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy. ¢

Rozwigzanie: F
Niech ABCD bedzie ostrostupem prawidfowym trojkatnym, A

w ktorym AB = BC = CA = a,za$ 0 — szukang miarg kata nachyle- B

nia krawedzi bocznej AD do plaszczyzny podstawy ABC (ryc. 5.90). Ryc. 5.90.

Oczywiscie o€ (0%90°). Pole powierzchni bocznej

S,=3" % AC-DE = %a - DE. Poniewaz z tresci zadania wiemy, ze S, =0,25 J15 az, mamy

réwnanie % a-DE=0,25/154", astad (x) DE = l/ﬁ a. Ponadto obliczamy:

1 1 a/3_a/3 2. 2 a3 _af
Eo=Lpp=1.92 -2 0p=10-1ga=3 AF-1g za=3 % tea=9 g a.

Po podstawieniu otrzymanych wartoSci do rownania DE’=EO*+ 0D’ ktore wymkaztwier—
dzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego DEO, otrzymujemy rOWnosci:

) 2 2 _ I
DE2:<“6/3> +<a3ﬁtg a) :?—2<1 +4tg2a), czyli TOWNnos¢ () DE:%/3<1 +4tg2a>.
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Z 1O6Wnosci (+) 1 (++) wynika rownanie %/ﬁ = % 3 (1 + 4tg2a ) Rozwiazujac je, uzyskujemy

kolejno: ﬁ:v, (1+4tg2a>, 3(1+4tg2a):15, 1+4tg2(x:5, 4tg2a:4, tgzazl,

tg & = i ostatecznie & = 45°, bo a € (0°;90°).

Odpowiedz: Szukana miara kata nachylenia wynosi 45°.

Przykiad 6. Odlegtosc srodka podstawy prawidlowego ostrostupa czworokatnego od kra-
wedzi bocznej wynosi 10 cm, a kat plaski Sciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa ma
miare 60°. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Sposob pierwszy. Z tresci zadania wynika, Ze jest to ostro-
stup prawidlowy czworokatny, ktorego wszystkie krawedzie sg
rownej dlugosci.

Spojrzmy na rycing 5.91a. Mamy dane OC=10 cm, a
<ASB = 60°. Polaczmy A z C. Poniewaz prosta OA jest pro-
stopadla do plaszczyzny SOB, wiec OC jest rzutem pochytej
AC na te plaszczyzne. Z twierdzenia o trzech prostopadlych
wynika za$, ze AC jest prostopadta do SB, gdyz OC jest pro-  /
stopadta do SB. Wyrazajac pole trojkata OSB dwoma
sposobami, otrzymujemy réwnoSc: Ryc. 5.91a.

(%) OB-h=SB-10.

Poniewaz SB=AB=a=0B /2, wiec OB = %, SB = a. Podstawiajac te wartosci do rowna-

nia (x), otrzymujemy: - - 1 = 104, skad |h = 10,/2].
/2

Wysokoscig trojkata rownobocznego ABS o boku dlugosci a, jest |[SD =

a

b

.

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokgtnego ODS, otrzymujemy rownanie:

SO’ +0D*=SD". Po podstawieniu do niego danych: SO =/ =10,/2, OD = %, SD = #,

2
2 2
uzyskujemy roéwnanie <10 /i) +(%> =<az—‘/§>. Rozwiazujac je, otrzymujemy:

2
100-2+ —CZ— = %az; % a’= 200; a” = 4001 ostatecznie a = 20. Zatem SD = 10 /3. Mamy za-
tem ostrostup prawidtowy czworokatny o wszystkich krawedziach dtugosci a = 201 o wy-

sokosci 1 = 10 /2. Mozemy zatem obliczyé jego objetosé V=207 10,/2 = 4990 /5 po.

le powierzchni catkowitej S = 20"+ 4 —5— 120-10/3=400+400,/3 =400 (1 +,/3).

Odpowiedz: V = &300/5 cm?, § =400 (l + \/§> cm?.

Sposob drugi. Spojrzmy raz jeszcze na ten ostrostup (ryc. 5.91b), o ktérym juz wiemy, ze
jest prawidtowym ostrostupem czworokatnym o wszystkich krawedziach rownej dlugosci. Za-
uwazmy, ze jego przekroj plaszezyzng ASC jest trojkatem rownoramiennym prostokatnym
ASC. Nietrudno takze zauwazyc, ze trojkatami rownoramiennymi prostokatnymi sg rowniez
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6. Zwigzki miarowe w ostrostupach

trojkaty SOC i SOE. Wobec tego SO = O0C 1 OE = SE = 5 SC.

Poniewaz OF = 10, wiec h = 10,/2 oraz a = 20. Ponadto SF
jest wysokoscig trojkata rownobocznego o boku dtugosci a,

Wi¢cSF=Tﬂ= 10 /3. Zatem V = 1 - 20* 1oﬁ:_40300/§,
22§ S.=20"+4-5-20-10,/3=400(1 +/3)

1
2

a
3

1
2

Ryc. 5.91b.

Pytania i zadania

1.

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidiowego szesciokatnego, ktorego krawedz podstawy ma
diugos¢ 3 cm, a krawedz boczna wynosi 6 cm.

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a.

Oblicz objetos¢ osmioscianu foremnego o krawedzi dtugosci a.

4. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokgtnego ma diugos¢ b i jest nachylo-

10.

11.

12.

13". Udowodnij, ze plaszczyzna przechodzaca przez srodki krawedzi AB, BD i CD czworo-

na do plaszczyzny podstawy pod katem . Oblicz objetoS¢ tego ostrostupa.

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidiowego szesciokatnego o krawedzi bocznej dtugosci b
i promieniu dfugosci r okregu wpisanego w podstawe tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat ptaski przy wierzchotku wynosi o. Znajdz
tangens kata nachylenia plaszczyzny, przechodzacej przez Srodki sasiednich krawedzi
podstawy i wierzcholek ostrostupa, do ptaszczyzny podstawy.

Udowodnij, ze jezeli trzy Sciany czworoScianu s wzajemnie prostopadte, to kwadrat po-
la czwartej Sciany jest rOwny sumie kwadratow pol tych trzech Scian.

Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa, ktorego podstawa jest trojkat prostokatny
o obu przyprostokatnych dlugosci a i o wysokosci dtugosSci a majacej spodek w Srodku
okregu wpisanego w podstawe.

Podstawa ostrostupa jest trojkat o bokach diugosci 2,/3, 4 1 4, a wszystkie krawedzie
boczne sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

Podstawa ostrostupa jest trojkat o bokach dtugosci 6, 5 i 5. Sciany boczne tego ostro-
stupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz objetoS¢ tego ostro-
stupa.

Podstawa ostrostupa jest trapez rOwnoramienny, ktorego ramie ma dtugos¢ 12 cm.
Kat ostry tego trapezu wynosi 30°. Sciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptasz-
czyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

Podstawa ostrostupa jest trojkat o bokach diugosci 6, 81 10. Sciany boczne tego ostro-
stupa sa nachylone do pfaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ tego ostro-
stupa.

Scianu ABCD dzieli go na dwie bryty o rownych objetoSciach.
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7. Bryly obrotowe: walec, stozek, kula

Walec
Rycina 5.92 przedstawia model bryty zwanej wal-
cem obrotowym lub krotko walcem, powstalej przez
obrot prostokata dokota prostej, zawierajacej jeden \_ %l
z jego bokow. W obrocie tym boki tego prostokata ' 7
prostopadte do osi obrotu (na ryc. sa nimi AD i BC)
zakreSlaja dwa kota, ktore nazywamy podstawami
walca; a rownolegly do osi obrotu, roztaczny z nig bok /“"*\ | o
tego prostokata (na ryc. jest nim bok DC) zakreSla D4 A _//
powierzchnig, ktora nazywamy powierzchnia boczna \E_«/
walca. Tworza jg wszystkie odcinki rownolegte do AB !
itaczace brzegi podstaw (np. odcinek CD). Odcinki te Ryc. 5.92. Rye. 5.93.
nazywamy tworzacymi walca. Powierzchnia boczna walca tacznie z jego podstawami stanowi
powierzchnig calkowitg walca, zwang tez krotko: powierzchnig walca. Promien podstawy wal-
ca nazywamy promieniem walca, a odcinek mi¢edzy ptaszczyznami podstaw prostopadly do nich
i ktorego dtugosé rowna jest ich odlegtosci, nosi miano wysokoSci walca. Przekroj walca ptasz-
czyzna przechodzaca przez o$ obrotu nazywa sie przekrojem osiowym walca (ryc. 5.93).
Ksztalt walca majg (czasami w przyblizeniu) rozmaite przedmioty: puszki, monety,
sworznie, prety itp.

L1

Warto jeszcze zauwazy(, ze przekroj walca plaszczyzna rownolegta do podstaw (albo, jak
kto woli: prostopadia do tworzacych) jest kolem (ryc. 5.94), za$ plaszczyzna prostopadia
do podstaw (czyli rownolegta do tworzacych) — prostokatem (ryc. 5.95).

Przekroj walca ptaszczyzng przecinajaca jego tworzace ukosnie jest figura, ktora
ogranicza linia zwana elipsa (ryc. 5.96).

Ryc. 5.94. Ryc. 5.95. Ryc. 5.96.

Rozcinajac wzdluz jednej tworzacej powierzchnie boczng walca, mozemy ja rozwinac
na plaszczyznie; otrzymamy wowczas prostokat, ktdrego jeden bok ma dtugos¢ rowna obwo-
dowi podstawy, a drugi — wysokosci walca (ryc. 5.97).

27r
1 1
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7. Bryty obrotowe: walec, stozek, kula

Stozek

Stozkiem obrotowym lub krotko: stozkiem
nazywamy bryle powstala przez obrot trojkata
prostokatnego dokota prostej zawierajacej jedna
z jego przyprostokatnych (ryc. 5.98). Powierzch-
ni¢, ktora zakreSla wowczas przeciwprostokat-
na tego trojkata, nazywamy powierzchnia boczng
stozka, koto za$§, zakreSlane przez przyprostokat-
na niezawarta w osi obrotu, nosi miano podstawy
stozka. Wierzchotek obracanego trojkata nienale-
zacy do podstawy stozka nazywamy wierzchol-
kiem stozka, a promien podstawy stozka — pro-
mieniem stozka. Odcinek Iaczacy wierzchotek
stozka z jego podstawa i do niej prostopadly to
wysokos¢ stozka. Kazdy odcinek faczacy wierzcho-
tek stozka z brzegiem jego podstawy nazywa si¢
tworzaca stozka. Przekroj stozka plaszczyzna prze-
chodzacy przez o§ obrotu nazywa si¢ przekrojem
osiowym stozka; jest nim trojkat rOwnoramienny
o ramionach, ktérymi sg tworzace stozka, i 0 podsta-
wie, bedgcej Srednica podstawy stozka (na ryc. 5.99
sa to trojkaty: ABS, CDS i EFS). Przekroj stozka
plaszczyzna réwnolegta do jego podstawy jest
kotem (ryc. 5.100). Kat przy wierzchotku przekro-
ju osiowego stozka nazywamy katem rozwarcia
stozka.

Rozcinajac powierzchni¢ boczna stozka
wzdluz jednej z jego tworzacych, mozemy ja roz-
wingé na ptaszczyznie, otrzymujac w ten sposob
wycinek kola o promieniu diugoSci tworzacej
stozka (ryc. 5.101).

Ryc. 5.100.

Ryc. 5.101.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Kula

Gdybysmy wyciceli z tektury pétkole o promieniu r
i obracali je dokotla jego Srednicy AB, trzymajac
za konce tej Srednicy (ryc. 5.102), wowczas wszystkie
punkty przestrzeni, przez ktore w tym obrocie przej-
dzie potkole, utworza kule o promieniu diugosci r.
Potokrag ograniczajacy potkole zakresli powierzchnie
tej kuli. Powierzchnie te tworza wszystkie punkty prze-
strzeni, ktorych odlegtosci od Srodka O sa rowne
dtugosci tego promienia. Zbior tych punktow nazywa-
my sfera.

Mozna udowodni¢, ze kula jest figurag wypukia,
poniewaz kazdy odcinek taczacy dwa dowolne punkty
kuli zawiera si¢ w niej. Punkty, ktorych odlegtoSci
od Srodka kuli s3 mniejsze od jej promienia, leza we-
wnatrz tej kuli, za$ punkty, ktorych odlegtosci od srodka
kuli sa wigksze od jej promienia, leza na zewnatrz kuli
(ryc. 5.103).

Udowodnimy teraz, ze konce Srednicy kuli sa punkta-
mi najbardziej oddalonymi w kuli. Prawdziwe jest bo-
wiem nastepujace twierdzenie:

/1

A

Ryc. 5.102.

’/

AN

NG

Ryc. 5.103.

Twierdzenie

Odlegtos¢ dowolnych dwoch punktow kuli jest nie wieksza od dtugosci jej Srednicy.

1

(J Dowdd. Niech A i B bedg dwoma dowolnymi punkta-
mi kuli o Srodku O 1 promieniu r. Zatem zachodza nierow-
nosci: OA <riOB <r (ryc. 5.104). Dodajac te nierowno-
§ci stronami, otrzymujemy OA+ OB < 2r. Poniewaz
OA = AO,a AB < AO + OB (nieréwnos¢ trojkata), rzeczywi-
scie AB<KAO+OB=0A+0B<2r.J

Przekroj kuli dowolng plaszczyzng jest kolem, za$ prze-
kroj sfery — okregiem. Kofo to (lub ten okrag) jest najwigk-
sze (najwigkszy), gdy plaszczyzna przechodzi przez Srodek
kuli. Przekroj taki jest kotem (okregiem), ktérego srodkiem
jest Srodek kuli, a promieniem — promien tej kuli. Takie ko-
to (taki okrag) nazywamy kolem wielkim kuli (okregiem
wielkim sfery) (ryc. 5.105).

Okrag lezacy na powierzchni kuli jest linig przecigcia
jej powierzchni z ptaszczyzng okregu.
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7. Bryly obrotowe: walec, stozek, kula

Pytania i zadania %‘Q
1. Podaj okreSlenie walca. -
2. Co nazywamy:

a) tworzaca walca,

b) wysokoscia walca,

¢) powierzchnia catkowita walca?

98]

. Jakie moga by¢ przekroje walca plaszczyzna?

&

Podaj okreslenie stozka.

wn

. Co nazywamy:
a) tworzaca stozka,
b) wysokoscig stozka,
c¢) powierzchnia catkowitg stozka?

o

Podaj okreSlenie kuli i sfery.

~

. Co to jest koto wielkie kuli (okrag wielki sfery)?

oo

. Narysuyj siatke:
a) walca o danym promieniu i danej wysokosci;
b) stozka o danym promieniu i danej wysokosci.
9. Zaznacz kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podsta-
wy tego walca.
10. Zaznacz kat nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy tego stozka.
11. Czy odcinek diugosci 15 cm zmieSci si¢ w kuli o promieniu dtugosci 7 cm?
12. Czy trojkat o polu wynoszacym 9 cm? zmiesci si¢ w kuli o promieniu dlugosci 1,2 cm?
13". Udowodnij, ze kula o §rodku O, i promieniu 7, jest zawarta w kuli o Srodku O, i pro-
mieniu r, wtedy i tylko wtedy, gdy O, 0, <r,—r,.
14°. Dwie sfery sg styczne (maja jeden punkt wspdlny). Znajdz zaleznoSci migdzy ich pro-
mieniami i odlegtoscia ich Srodkow.
15. Kula o srodku A i promieniu diugosci r jest zawarta w kuli o srodku B i promie-
niu dtugosci 9. Udowodnij, ze jezeli AB=3,tor <6.
16. Dwie roztaczne kule &, i k, sa zawarte w kuli k,. Udowodnij, ze dtugos¢ promienia kuli &
jest nie mniejsza od sumy promieni kul £, i k..

17"". Szklanke w ksztalcie walca o Srednicy 6 cm i wysokosci 9 cm napetniono woda. Na-

stepnie szklanke te przechylono tak, ze wylata sie % ilosci wody. Pod jakim katem prze-
chylono szklanke?
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

8. Zwiazki miarowe w brytach obrotowych

Przypomnimy teraz wzory na obliczanie p6l powierzchni i objetoSci bryt obrotowych.
Przyjmiemy te same oznaczenia, jak przy graniastostupach i ostrostupach, mianowicie sym-
bole S, S, 5,1V oznaczac beda odpowiednio:

— pole powierzchni calkowitej,
- pole podstawy,

- pole powierzchni bocznej,

— objetosc.

Pole powierzchni i objeto$¢ walca

Jezeli r jest dtugoscig promienia walca, a [ — dlugoscia jego tworzacej, to po rozwinig-
ciu powierzchni bocznej walca otrzymamy prostokat o bokach diugosci 27wr il
Zatem:

Twierdzenie 1.
Pole powierzchni bocznej walca rowne jest iloczynowi dlugosci okregu podstawy i wy-
sokosSci walca:
S,=27rl.

Jesli dtugosc wysokosci walca, rowna dtugosci / jego tworzacej, oznaczymy litera s, wowczas:
S,=27rh.

Twierdzenie 2.
Pole powierzchni catkowitej walca jest suma pola powierzchni bocznej i pol obu pod-
staw: S, =S,+2S =27rl+ 27r’, czyli:
S.=2q;r(l+r).

Objetosc walca oblicza si¢ podobnie jak objetos¢ graniastostupa:

Twierdzenie 3.
Objetos¢ walca rowna si¢ iloczynowi pola podstawy i dtugosci wysokosci:
V-_mr |

Jesli dlugosé wysokosci walca oznaczymy jako £, to jego objetoSC wyrazimy wzorem: V = 7T r *h,

Pole powierzchni i objetos¢ stozka !

Zanim podamy wzor na pole powierzchni bocznej stozka, udowodnimy dwa twierdzenia:

Twierdzenie 1.
Dtugosc¢ L tuku okregu o promieniu dtugosci 7, na ktorym jest oparty kat Srodkowy te-
go okregu o mierze n°, wyraza wzor:

. Ttrn
' (*)L—ngo.
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8. Zwigzki miarowe w brytach obrotowych

(J Dowod. Z podanego zatozenia wynika, ze tuk ten stanowi 3161—0

T
okregu (ryc. 5.106). Wobec tego L =27r - % = 1§g O

Ryc. 5.106.

Twierdzenie 2.
Pole S wycinka kota o promieniu diugosci r ograniczonego fukiem dtugoSci L wyraza
si¢ wzorem:

(x%)S= % B

(J Dowod. Wycinek kofowy, ktorego tuk ma n stopni (ryc. 5.107),

s _n P .
stanowi 360 kota. Zatem:

2 n ﬁnrzn_l,ﬂrn, _1
360~ 360 -2 180 '~2LmU

S=7r

Znajac podane twierdzenie, mozemy wyprowadzi¢ wzor na pole

powierzchni bocznej stozka: Ryc. 5.107.

Twierdzenie 3.
Pole powierzchni bocznej stozka o promieniu dtugosci r podstawy i tworzacej dtugo-
Sci/ obliczamy za pomoca wzoru:
S,=%rl

(J Dowod. Powierzchnia boczna tego stozka jest, jak wiemy, wycinkiem kota o promieniu
dtugosci [, ograniczonego fukiem diugosci 27tr. Podstawiajac te wartosci do wzoru (),
otrzymujemy: S, = % 2ntr-l=mrl O

Powierzchnie catkowitg stozka stanowi powierzchnia boczna stozka tacznie z powierzch-
nig jego podstawy. Prawdziwe jest zatem twierdzenie:

Twierdzenie 4.
Pole powierzchni catkowitej stozka o promieniu diugosci » podstawy i o tworzacej diu-
gosci [ wyraza wzor:
S.=7nr(r+l).

(J Dowdd. Podstawa stozka jest kofem o promieniu dlugosci r, wiec jej pole S - nr’. Za-

tem pole powierzchni catkowitej tego stozka S =S+, = nri+mrl=mr (r+1).00
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Objetosc¢ stozka obliczamy podobnie jak objetos¢ ostrostupa. Przyjmiemy zatem bez do-
wodu nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.
Objetos¢ stozka o promieniu diugosci r podstawy i 0 wysokosci dtugosci 2 wyraza sie wzorem

e
V—37w h.

|
|

Pole powierzchni i objetos¢ kuli

Majac dany promien kuli, mozna obliczy¢ jej pole powierzchni i objetos¢. To trudne za-
gadnienie rozwigzal po raz pierwszy najwigkszy matematyk czasow starozytnych — Archi-
medes (III w. p.n.e.). Zawdzigczamy mu dowody kolejnych twierdzen o kuli:

Twierdzenie 1.
Pole powierzchni kuli jest cztery razy wigksze od pola kota wielkiego tej kuli. Zatem
pole S powierzchni kuli o promieniu diugosci r wyraza wzor:

S=47r’,

Twierdzenie 2.
Objetosc kuli jest cztery razy wieksza od objetoSci stozka, ktorego podstawa jest koto
wielkie kuli, a wysokos$¢ réwna si¢ promieniowi kuli. Zatem objetos$¢ kuli o promieniu
dtugosci r mozna obliczy¢ za pomoca wzoru:

V=27,

[ONTISN

Warto przy tej okazji wspomnied, ze to wiasnie Archimedesowi zawdzigczamy pojawie-
nie si¢ w matematyce liczby 7. Udowodnit on bowiem, ze stosunek dtugosci dowolnego
okrggu do diugosci jego Srednicy jest wielkoScig stata, ktorej nadal nazwe 7. DziS, liczba
ta operujemy z réznym jej przyblizeniem: 7T=3,14159265358979323846264... , wiemy
tez, ze jest ona niewymierna (dowod bardzo trudny!).

Zadania z zastosowaniem zwigzkéw miarowych w brytach obrotowych
Podane wzory niech postuzag nam do rozwiazania kilku zadan.

Przykiad 1. Wiemy, ze 1 cm® miedzi wazy 8,9 g. lle wazytby drut miedziany o Sredni-
cy 0,2 cm, opasujacy Ziemie wzdluz rownika? Przyjmujemy, ze dlugoS¢ rownika wyno-
s1 40000 km, za$ 7t = 3,14 (z doktadnoscia do 0,01).

Rozwigzanie:

Drut ten, po rozpostarciu go na plaskim terenie, bedzie walcem o promieniu podsta-
wyr= 10" emi wysokosci £ = 40000 km. Zamieniajgc kilometry na centymetry, otrzymu-
jemy:h=4- 10°km=4-10"10'm=4-10"10"10’cm=4-10" cm. Obliczmy teraz ob-
jetos¢ tego walca (w cm?):
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8. Zwiazki miarowe w bryfach obrotowych

V=ar’h=m-10 "cm’-4-10°cm=4 710" cm’~ 4-3,14- 10" em’= 125600000 cm "
Skoro 1 cm’ miedzi wazy 8,9 g, to drut ten wazy okoto: 8,9 g - 125600000 =
=1117840000g=1117,84 t.

Odpowiedz: okoto 1117, 84 t.

Przyklad 2. Ile metréw szeSciennych betonu potrzeba

do ocembrowania studni o giebokoSci 8 m, jezeli Srednica we-

wnetrzna kregdw wynosi 1 m, a ich grubos¢ jest rowna 0,2 m?

Rozwigzanie:

Poniewaz przekroj poprzeczny kregu jest pierScieniem ko-
fowym o s$rednicy zewnetrznej dtugosci 1,4 m, a wewnetrz-
nej 1 m (ryc. 5.108), wigc objetos¢ kregu V jest rowna rozni-
cy objetosci dwoch walcow o wysokosci 8 m i o promieniach
podstaw dtugosci odpowiednio 7, = 0,7m ir,= 0,5m. Zatem:

V= ﬂrlzh—m’;h:n<rlz“rzz)h:n<rl—r2><rl+r2>'h'

Podstawiajac podane wartosci i przyjmujac, ze 7T = 3,14,
otrzymujemy:
Va314-0,2-1,2-8=6,0288.

Odpowiedz: Potrzeba okoto 6 m? betonu.

Ryc. 5.108.

Przyklad 3. Namiot ma w dolnej czesci ksztatt walca, a w gor-
nej ksztalt stozka, ktorego tworzace sa nachylone do podsta-

wy pod katem 60°. Obwod namiotu u dofu wynosi 18 g m, a wy-
soko$¢ walca jest rowna 2 m. Ile metrow kwadratowych
plotna potrzeba na uszycie tego namiotu? Przyjmij 71 = 3 %
Rozwiazanie:

Spojrz na rycing 5.109. Ze wzoru na obwod kota mozemy

obliczy¢ diugos$¢ promienia r podstawy tego namiotu: 2r 2r

-188 2.3l g6 44 . 132 ~
27tr—187, 2 37 r~187, 7 TR skad r = 3. /SN BT

Powierzchnia tego namiotu ma pole rowne sumie pol po- ~—"_ | " A
wierzchni bocznej walca, o promieniu podstawy r = 3 m i wy- Rl Il

sokoSci (a zarazem tworzacej) h=2 m, oraz powierzchni
bocznej stozka majacego promien podstawy r = 3 m i tworzg- Ryc. 5.109.
ca [ =6 m (przekrdj osiowy tego stozka jest trojkatem réwno-
bocznym o boku diugosci 6). Zatem pole powierzchni namio-
tu wynosi:

2nrh+nrl=nr(2h+1)~ 343 (2:2+6)=00 =942,

Odpowiedz: Na uszycie namiotu potrzeba okofo 94 % m? ptétna.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Przykiad 4. Budynek obserwatorium astronomicznego jest
okragta wieza o wysokosci 5 m i Srednicy 8 m. Wieza jest zakon-
czona kopulg w ksztalcie potkuli. Oblicz, przyjmujac 7 = 3,14:

a) objetos¢ przestrzeni zajetej przez budynek;
b) pole powierzchni calego budynku.

Rozwigzanie: 5m 5m 5m
Przekrojem osiowym tego budynku jest prostokat o bo-

kach dtugosci 8 m i 5 m zakonczony potkolem o promieniu ~4m | 4dm - |

diugosci 4 m (ryc. 5.110). Zatem:

a) objetos¢ przestrzeni zajetej przez ten budynek: Ryc. 5.110.

4t 5+ L4 o= g4R 2 4\=q-16-23 ~ 368 _ 3¢5

V=m-4 5+2 3T 4°=7-4 (5+3 4>—7£ 16 3 ~ 3,14 3 ~ 385;

b) pole powierzchni calego budynku:
S=2m-4- 5+% AT-4°= 40T +327T= T2 ~ 723,14 =~ 226.

Odpowiedz: Budynek zajmuje okoto 385 m? przestrzeni i ma okolo 226 m? powierzchni.
Przyklad 5. Kat rozwarcia stozka jest rowny «, a jego objetos¢ wynosi V. Oblicz pole po-
wierzchni bocznej tego stozka.
Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji sinusa i cosinusa kata ostrego w trojkacie

prostokatnym, mamy (ryc. 5.111): h =l cos %, r=1sin %.

Po podstawieniu tych wartosci do wzordw na objetoS¢ i pole powierzch-
ni bocznej stozka otrzymujemy:

(1)V— it h= %JI'lzsinz%-l~Cos%:%nl3-sin2%cos%;

(2)S:7T'r'l:7”25m%- Ryc. 5.111.
Stad: V=% 3 nl sin g cos g, nastgpnie nl’= %, co podnosimy do kwadra-
sin” 5 - cos %
2 2
. . 2.6 9\/2 . .
tuiotrzymujemy: "1 = — 5 g @ mnozac t¢ posta przez 7, uzyskujemy:

In 5 -cos %
Si 51 Co8 5

2\ oV’ 1
(*) <7[l ) B sin4g'coszg.
2 2

Poniewaz pole powierzchni bocznej tego stozka S, = 7t/ *.sin %, wiec

3 (*) 2 ow'n-tg’d onvi’?
S (ﬂl ) % %—sirf%: —a 2 —a 2§ ostatecznie
B sin 5 - cos™ 5 sin” - sin” -
o Vg’ S
S=——F5—

b 4
sm2

3/97£-V2-tg2%

Odpowiedz: Pole powierzchni bocznej tego stozka wynosi: —q
sin %5
2
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8. Zwigzki miarowe w bryfach obrotowych

Przyklad 6. W stozek o wysokosci / i promieniu podstawy R wpisano kule.
a) Wyznacz dlugo$¢ promienia r tej kuli.

b) Wykaz, 7e () yaitr <1< /@.
Rozwiazanie:

Przekroj osiowy stozka z wpisana w ten stozek kula w
jest trojkatem rownoramiennym z wpisanym wen kolem.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.112.

a) Obliczajac pole S trojkata ABW ze wzorow: S=R-h

i S=p-r, gdzie p oznacza polowe obwodu trojkata, h _
otrzymamy rowno$¢ pr = R h, z ktdrej wynika, ze r = Rsz /O /rC\

TR | 1 1,2\ _ / L
Ponlewazp—2(AB+2AW)—2<2R+2 Ren’)= N AW
:R+Q/R2+ /’lz, Wi@CVZ'“%. Ryc. 5.112.

R+ VR +h
b) Pole kota wpisanego w trojkat jest mniejsze od pola tego trojkata, wiec nr’<Rh.
Poniewaz 2 < 7, to 2r° < 77" < Rh, skad 2r'<Rh,a po przeksztatceniu rl< %
1 ostatecznie r < \/@ Ponadto: R*+h' <R’ +2Rh+h’= (R + h)z, skad
JR 41’ <R+ h Zatem R+ [R*+1” <2R+h, awige: r=—BL 5 K1

R+ /R +h

Rh /Rh
Wobec tego R <</

Przyklad 7. Cztery przystajace, parami styczne kule umieszczono w stozku w ten sposob,
ze trzy z nich sg styczne do jego podstawy, wszystkie cztery za$ do jego powierzchni bocz-
nej. Wyznacz kat rozwarcia tego stozka.
Rozwiazanie:

Rozwazmy przekrdj danego w zadaniu stozka plaszczyzna wyznaczong przez jego oS
i srodki dwoch kul, z ktorych jedna jest styczng tylko do powierzchni bocznej, a druga
— réwniez do podstawy tego stozka (ryc. 5.113). Poniewaz tworzaca BS, styczna do tych
kul, jest prostopadta do ich promie-
ni, czworokat O, O, DC jest prostokg-
tem. Oznacza to, ze BS jest rownole-
gta do 0,0, W takim razie kat
nachylenia tworzacej stozka do jego
podstawy jest zarazem katem na-
chylenia krawedzi bocznej do pod-
stawy czworoScianu, ktorego wierz-
chotkami sg Srodki danych czterech
kul (ryc. 5.114).

Ryc. 5.113. Ryc. 5.114.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Wobec tego kat rozwarcia stozka to podwojony kat, jaki tworzy krawedz tego czworoScia-

2r/§
a_ 3 _J/3

nu z jego wysokoScig. Zatem sinjz 5, =3 czyli %zarcsiné i ostatecznie

_ . /3
o = 2arcsin T

Odpowiedz: Kat rozwarcia tego stozka ma miar¢ @ = 2arcsin ?3
Przyklad 8. Kula o promieniu dtugosci r, wpisana w stozek, ma
srodek w tym samym punkcie, co kula opisana na nim. Wyznacz
objetos¢ tego stozka.

Rozwigzanie:

Przekrdj osiowy tego stozka jest trojkatem rownoramiennym,
takim, ze wpisane w niego i opisane na nim kofa maja wspolny
Srodek. Trojkat ten jest wigc rownoboczny, gdyz dwusieczne je-
go katow sa symetralnymi jego bokow. Dlatego wysokoS¢ stoz- Ryc. 5.115.

ka wynosi 3r, za$§ promien podstawy ma dtugosc r /3. Zatem ob-
jeto$¢ danego w zadaniu stozka V = % T (r /g)h 3r=37r"

Odpowiedz: ObjetoS¢ stozka wynosi 3,

Pytania i zadania

1. Podaj wzor na:
a) pole powierzchni bocznej walca,
b) pole powierzchni catkowitej walca,
¢) objetos¢ walca.
2. Jak si¢ oblicza:
a) pole powierzchni bocznej stozka,
b) pole powierzchni catkowitej stozka,
c) objetos¢ stozka?
3. Podaj wzor na:
a) pole powierzchni kuli,
b) objetos¢ kuli.
4. Jak zmieni si¢ pole powierzchni bocznej i objetos¢ walca, gdy:
a) promien podstawy zwiekszymy 5 razy,
b) wysokoS¢ zwiekszymy 3 razy,
¢) promien podstawy zwiekszymy n razy, a wysokoS¢ m razy?
5. Jak zmieni si¢ pole powierzchni catkowitej i objetoS¢ walca, gdy promien jego podsta-
wy i wysoko$¢ zwiekszymy k razy?
6. Jak zmieni si¢ pole powierzchni bocznej stozka, gdy promien jego podstawy zmniejszy-
my 2 razy, a tworzaca zostawimy bez zmiany?
7. Jak zmieni si¢ objetoS¢ stozka, jezeli jego wysokoS$¢ podwoimy, a promiefn podstawy
dwukrotnie zmniejszymy?
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8. Zwigzki miarowe w brytach obrotowych

10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

Gdy podwoimy promien kuli, ile razy zwigkszy si¢ jej:

a) pole powierzchni,

b) objetosc?

Srednica kranu wodociagowego wynosi 1,4 cm. Z jaka predkoscia z tego kranu wyply-
wa woda, jezeli w ciggu 3 sekund wypelnia litrowy garnek?

Fabryka otrzymala zamowienie na dwa rodzaje litrowych puszek do konserw: o Sred-
nicy rownej 14 cm i 10 cm. Jakie beda wysokosci tych puszek i na ktory rodzaj puszek

potrzeba wigcej blachy? Przyjmijmy, ze 7T =~ 3 %

Pole wycinka kofowego stanowi % pola kota, a cigciwa fuku tego wycinka ma dtugosc¢

/6. Oblicz objetosé stozka, ktory powstanie, gdy wycinek zwiniemy w lejek.
Powierzchnia boczna stozka po rozwinigciu na plaszczyznie jest cwiartka kota o pro-
mieniu 15 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ tego stozka.

Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej diugosci 5 i o jednej z przyprostokgtnych
dtugosci 4 obraca si¢ dokota przeciwprostokatnej. Oblicz objetoS¢ powstatej bryly ob-
rotowe;j.

Stozek jest wpisany w kulg o promieniu » = 8 cm w ten sposob, ze jego podstawa jest
kotem wielkim kuli. Oblicz stosunek objetosci stozka do objetosci kuli oraz pole po-
wierzchni tego stozka.

. Do okrgglego basenu z woda o Srednicy 1 m wpuszczono krople oliwy o Srednicy 0,5 cm.

Kropla rownomiernie rozlata si¢ po powierzchni wody. Oblicz grubos¢ warstwy oliwy.
Objetosé beczki obliczamy w przyblizeniu wediug wzoru P

V= % Th <2a2 + b2>, gdzie a, b i h sa wielkoSciami przedsta-

wionymi na rycinie 5.116. Oblicz V, gdy a = 60 cm, b = 45 cm,
h=95cm. a h
\\V\Vb)}/
NA[ LV
Ryc. 5.116.

Oblicz pole powierzchni i objetos¢ globu ziemskiego, wiedzgc, ze rownik ma diu-
£0$¢ 40000 km.

Przekrdj osiowy walca jest kwadratem, a objetos¢ walca rowna si¢ 16 7. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego walca.

Odleglo$¢ punktow A i B na powierzchni kuli, mierzona po jej powierzchni, wyno-
si 15,7 cm. Promienie OA i OB sa prostopadte. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ tej
kuli.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

9. Zadania rozne z geometrii przestrzennej

W podrozdziale tym zajmiemy si¢ rozwigzywaniem trudniejszych zadan z geometrii
przestrzenne;.
Przyklad 1. Udowodnij, ze jezeli w wieloScian o objg¢tosci V i o polu powierzchni catkowi-
tej S mozna wpisac kule (tzn. istnieje kula styczna do wszystkich Scian tego wieloScianu)

0 promieniur, to V= %S ST

Rozwiazanie:

Faczac Srodek tej kuli z wierzchotkami danego wieloScianu, otrzymamy jego podziat
na ostrostupy o wspolnym wierzchotku w Srodku tej kuli, ktorych wysokoSciami sg jej pro-
mienie, a podstawami Sciany wieloScianu. Przyjmijmy, ze wielo$cian ten ma n Scian o po-

lach S, S,,...,S,. Wowczas ostrostupy, ktorych podstawami sg te Sciany, maja objetosci od-
powiednio: V[:%Sl-r, V2=%S2'r, s Vnz%Sn-r.
Poniewaz: V=V +V, +...+V oraz S =S +S,+...+5,, wiec:
- _1 1 1 _1 _1
V=VtV,t 4V, =38 rt 38, r+ .+ 35S, r=3(S+S,+...+5,)r=35r

Przyklad 2. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny o podstawie ABCD i wierzchotku S.
W ostrostupie tym AS = 11 <ASB = 20°. Na krawedzi A S obrano punkt E, a na krawedzi BS
punkt F tak, ze <DEA = <SEF = <SFE = <BFC. Oblicz sum¢ DE + EF + FC.

Rozwigzanie:

Ostrostup ten jest prawidio-
wy, wszystkie wiec jego katy pta-
skie przy wierzchotku S maja
miar¢ 20°, a krawedzie boczne
dtugosé 1 (ryc. 5.117). Rozpatrz-
my fragment siatki tego ostro-
stupa, ktOry stanowia jego Sciany
ASD, ASB 1 BSC (ryc. 5.118).

Z rownosci <DEA=<SEF
oraz <SFE=<BFC wynikaja
rownolegtosci par odcinkéw odpo-
wiednio DE i EF oraz EF i FC, a stad — wspotliniowos¢ punktow D
1E, FiC. Lamana DEFC jest wiec bokiem DC trojkata rowno-
bocznego DSC o boku diugosci 1. Zatem DE + EF + FC = 1.
Przyklad 3. Kwadrat jest siatka pewnego ostrostupa trojkat-
nego o objetosci 9 cm?. Oblicz pole powierzchni calkowitej te-
go ostrostupa.

A

Ryc. 5.117. Ryc. 5.118.

o~
>

A NI

Rozwigzanie:

[SSTENY

Zalozmy, ze siatka tego ostrostupa jest kwadrat o boku diu-
gosci a. Po krotkiej analizie dochodzimy do wniosku, ze wierz- B .
chotki AiC ostrostupa sa Srodkami sgsiednich bokow tego kwa- 2
dratu, a wierzchotki B i D — jego wierzchotkami (ryc. 5.119). Ryc. 5.119.

a
¢ 2
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9. Zadania rozne z geometrii przestrzennej

Traktujac trojkat prostokatny ABC jako podstawe rozwazanego ostrostupa, a trojkaty
ABD, BCD i ACD - jako jego $ciany boczne, otrzymujemy ostrostup, ktorego wszystkie ka-
ty plaskie przy wierzchotku B sa proste Krawedz BD jest wigc wysokoScig tego ostrostu-

pa. Ma on zatem podstawc; 0 polu 3 a’i wysokos¢ diugosci a. Wobec tego jego objetosc

V:%%-a a= 2 1 a’. Z tresci zadania wiemy, ze V=9. Stad otrzymujemy roéwnanie

ﬁ a’=9, ktérego rozwigzaniem jest a = 6. Pole rozwazanego kwadratu stanowi oczywiscie

pole S powierzchni catkowitej naszego ostrostupa, wige S = 6° = 36.

Odpowiedz: Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 36 cm?.

Przykiad 4°. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym umieszczono pie¢ kul o promie-
niu 1. Cztery z nich sg styczne do podstawy, kazda z nich — jeszcze do dwoch Scian bocz-
nych ostrostupa i do dwoch sposrod pozostalych trzech kul. Piagta kula jest styczna do tych
czterech kul i do wszystkich $cian bocznych ostrostupa. Oblicz objetosc tego ostrostupa.
Rozwiazanie:

Kule ufozono w piramide. Ich §rodki 0, 0,,0,,0,,0,s3
wierzchotkami ostrostupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego wszystkie krawedzie maja diugos$c 2, a Sciany sa od-
legle od $cian ostrostupa danego w zadaniu o 1 (ryc. 5.120).
Wysokosc ostroslupa 0,0,0,0,0,ma zatem dtugos¢ row-

nq/ —1 1= /2, a]egoob]qtosc\/-l 2% /2= 4/—.

Wrocmy do ostrostupa, ktorego objetos¢ mamy wy-
znaczyC. Z tresci zadania wynika, ze jego krawedzie
podstawy sa rownolegte do odpowiednich krawedzi pod-
stawy ostrostupa 0,0,0,0,0,, a krawedzie boczne
— do odpowiednich krawedzi bocznych tego ostrostupa.
Rozwazmy przekroj obu ostrostupow ptaszczyzng prze-
chodzaca przez punkty P, Qi 0; (ryc. 5.121).

Punkty P'iQ'to §rodki krawedzi podstawy danego ostro-
stupa, rownolegtych do krawedzi O,0,1 O, O, ostrostupa  p.
0,0,0,0,0, za$ § to wierzchotek danego ostrostupa.
Ostrostup ten jest podobny do ostrostupa O,0,0,0,0..
Oznaczmy ich skale podobienistwa przez k. Poniewaz stosunek objetosci bryt podobnych row-
ny jest szeScianowi ich skali podobienstwa, wigc jesli wyznaczymy k, to objetoS¢ V danego ostro-

Os

Ryc. 5.120.

oo v T ¢
Ryc. 5.121.

stupa obliczymy ze wzoru V = Kk V.. Spojrzmy zatem raz jeszcze na rycing 5.121. Widzimy, ze
0'U=1,zasUT :UQ = 0Q: 00, skagd UT = Q Ponadto QW : OR = QO,: 00, skad QW = &

2 2
Wobec tego Q' =2+ /2 + /6, a skala k=55 _ 22+ /6

V=k' V= 6/2<2+f+f> (1+f+f)

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rowna = (1 +/2+/3 )

. Zatem szukana objetosS¢
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Przyklad 5. Wyznacz stosunek liczb wyrazajacych odpowiednio: objetosc i pole powierzch-
ni catkowitej graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego, w ktory mozna wpisa¢ kule
o promieniu diugosci r.

Rozwiazanie:

Rozwazmy przekroj danego graniastostupa
plaszczyzna przechodzaca przez Srodek wpisanej
wen kuli i prostopadta do jego krawedzi bocznych,
czyli tak zwany przekroj poziomy (ryc. 5.122). Prze-
krgj ten jest szeSciokatem foremnym (przystajacym
do podstawy) opisanym na kole o promieniu r. Po-
niewaz trojkat AOB jest trojkatem rownobocznym,
w ktorym wysokoS§¢ ma diugos¢ r, wigc oznaczajac
przez a dtugo$¢ boku tego szeSciokata (a wigc tak-
ze tego trojkata), otrzymujemy znang zaleznoS$¢:

r= az_ﬁ, skada = 2r3/§‘ Wobec tego pole podstawy

1 2r/3

tego graniastostupa: S =6 y T3 T= 2r° /3.

Ryc. 5.122.

Zauwazmy teraz, ze wysoko§¢ i1 danego graniastostupa ma diugos¢ rowng dtugosci Sredni-
cy tej kuli, a wigc h = 2r (wystarczy rozpatrzy¢ przekrdj pionowy tego graniastostupa, czyli
przekroj plaszczyzng prostopadty do obu jego podstaw i przechodzaca przez Srodek wpisanej
wen kuli). Zatem objetos¢ danego graniastostupa V =S L, h=2 r’J/3-2r=4r"/3.Pole jego po-

wierzchni Calkowitej SC: 2- Sp+ Sh: 2- 27’2\@ +6- 2}”3\@ S 2r = 127'2\/?. St%d Otrzyrnujemy;
V_4r'/3 1

& = =5
S 12173 3
Odpowiedz: % = %

c

Uwaga. Zadanie to mozna rozwiaza¢ znacznie prosciej. Wystarczy powota¢ si¢ na twier-
dzenie, ktore zastosowano w przyktadzie 1.

Nasuwa si¢ tutaj pytanie: W jaki graniastostup mozna wpisac kulg?
Analizujac dwa przekroje graniastostupa z wpisana wen kula: poziomy i pionowy (ta-
kie, jakie rozwazaliSmy w przykladzie 5), nietrudno wykazaé, ze:

(@Y !

W graniastostup prosty mozna wpisa¢ kulg wtedy i tylko wtedy, gdy w podstawe graniasto-
stupa mozna wpisac okrag i Srednica okregu wpisanego w podstawe jest rowna wysokoSci
graniastostupa.

Przyklad 6. Oblicz dlugo$¢ promienia kuli opisanej na graniastostupie prostym troj-
katnym, ktorego podstawg jest trojkat o bokach dtugosci 6, 8 i 10, a wysoko§¢ ma diu-
gos¢ 24.
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9. Zadania rézne z geometrii przestrzennej

Rozwigzanie:

Sposob pierwszy. Zauwazmy, ze graniastostup ten jest poto-
wg prostopadioscianu o krawedziach diugosci 6, 8 i 24 (ryc.
5.123). Kula opisana na tym graniastostupie jest wiec kula opi-
sang na tym prostopadfoscianie. Jej promien jest zatem pofowa
przekatnej tego prostopadtoscianu. Diugos¢ tego promienia:

_1 /22 2 2_ 1 2 2 2\ _
R=%-/6"+8"+24 _2/4(3 +4 +12)_
:%'2~,/52+122:/R§:13‘

Sposob drugi. Niech tym graniastostupem bedzie graniastostup
ABCA, B,C, (ryc. 5.124).

Poniewaz Srodkiem okregu opisanego na trojkgcie prosto-
kgtnym jest Srodek jego przeciwprostokatnej, wigc kula opisa-
na na tym graniastostupie ma Srodek O na Scianie ABB A,
a dokladniej w Srodku odcinka symetralnej do krawedzi A B,
na tej Scianie, ktorej dlugos¢ jest rowna wysokosci tego grania-
stostupa. Wobec tego dlugos¢ promienia tej kuli:

R=CO=/cD*+D0* = /5 +12" = 13.

24

Ryc. 5.124.

Uwaga. Na graniastostupie prostym mozna opisa¢ kulg wtedy i tylko wtedy, gdy na jego pod-
stawie mozna opisac okrag. Wynika stad, Ze kul¢ mozna opisac¢ na kazdym graniastostupie
prawidiowym oraz na kazdym graniastoslupie prostym, ktorego podstawa jest trojkat. Sro-
dek tej kuli jest oczywiscie rowno odlegly od obu podstaw, a jego rzutem na podstawe jest

srodek okregu na niej opisanego.
Przyklad 7. Krawedzie boczne ostrostupa o podstawie pro-
stokatnej majg dlugosci a, b, ¢ i d. Udowodnij, ze
a+c’=p+d’
Rozwiazanie:

Zastosujemy rachunek wektoréw. Przyjmijmy oznaczenia
jak na rycinie 5.125. Wowczas:

- — - - 2 > o 2
A tct=a’ = <r+ t) + (r— t) =
=27 421 =2 200 = 277 4 257 =
2 2 52 42

=277 +25"= (r + s) + <r - s) =d +b =d’+b’, gdyz

7= 5;1’, 5= @, a poniewaz OA = 0D, wigct=s.
Przykiad 8. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej pra-
widlowego ostrostupa czworokatnego, ktorego wysokosé
i krawedZ boczna maja dlugosci odpowiednio 3 cm i 5 cm.
Rozwiazanie:

Niech SABCD bedzie ostrostupem prawidtowym, ktorego

podstawa jest kwadrat ABCD o przekgtnych przecinajacych
si¢ w punkcie O (ryc. 5.126).

Ryc. 5.126.
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V. Elementy geometrii przestrzennej (Stereometrii)

7 zadania wiemy, ze SA = SB = SC = SD = 5 cm, a wysokos¢ SO = 3 cm. Stosujac twierdze-

nie Pitagorasa do trdjkata AOS, obliczamy: AO = / SA’-80° = / 5°—3%= /16 = 4, wigc
AC=2A0=2-4=8. Poniewaz w kwadracie ABCD odcinek AB jest jego bokiem, za$

AC - jego przekatna, wiec AC=AB J/2; stad AB= _@ “AC = g -8=4,/2 oraz
OF = % AB =2 /2. Na tej podstawie obliczamy wysoko$¢ §ciany bocznej BSC tego ostrostu-

pa: SE = \/SiOﬁ2 + OEi = /32 + (2 /2 >~ = /17. Zatem objetos¢ tego ostrostupa:

5 2
V= % “AB”- SO = —lg : (4 ﬁ) -3 =132, ajego pole powierzchni catkowite;:

2 .
S=AB+4-L. AB-SE=(4/2)+2-4/2- /1T=32+8,/34=8(4+ /34).
: 2

Odpowiedz: V=32 cm? S =8 (4 + ﬁél) cm?.
Przyklad 9. Oblicz dtugos¢ promienia kuli opisanej na prawidto-
wym ostrostupie czworokatnym, ktorego krawedz podstawy ma
dtugos$é 2, a dtugos¢ krawedzi bocznej wynosi /6.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 5.127. Z zadania wynika,
7e AB =2, AS = /6, a na podstawie prawidtowosci danego ostro-
stupa wnioskujemy, ze $rodek O opisanej na nim kuli lezy na wy-

sokosci tego ostrostupa. Poniewaz AH = %AC = %AB J/2=/2,

2 2
WI@C SH:\/’ ASz—AHZZV/77:\/ZL:2' WObeC tegO RyC 5.127.
2 5 B
R“:A()?:AH2+H02:AH“+(SH_R>2:ﬁ +(2—R)2,czyliR2=2+(2—R)2, skad kolej-

notR'— (2-R) = 2(R=(2=R))(R+(2-R))=2(2R-2) 2=22(R-1)= LR=1=3

i ostatecznie R = %

Odpowiedz: Promien kuli opisanej na ostrostupie ma diugos¢ %
x:\Uwaga. Nietrudno dowie$é, ze na ostrostupie mozna opisa¢ kule wtedy i tylko wtedy, gdy
jego podstawa jest wielokat, ktéry mozna wpisa¢ w okrag.

Istotnie, gdy na ostrostupie mozna opisac kule, to teza jest oczywista. Zatozmy wigc, ze pod-
stawa ostrostupa jest wielokat, ktory mozna wpisac¢ w okrag. Poprowadzmy przez Srodek te-
g0 okregu prosta prostopadta do podstawy ostrostupa. Wowczas zauwazymy, ze kazdy punkt
tej prostej jest rtowno odlegly od wszystkich wierzchotkow tej podstawy. Wystarczy zatem obrac
na tej prostej taki punkt, ktorego odleglos¢ od wierzchotka ostrostupa bedzie rowna jego od-
leglosci od wszystkich wierzchotkow podstawy (wykonaj odpowiednig rycing!).

Stad wynika, ze kulg mozna opisac¢ na:

— kazdym ostrostupie trojkatnym,

— kazdym ostrostupie prawidlowym.

Przykiad 10". Szescian ABCDA, B, C, D, przecigto plaszczyzng wyznaczong przez przekat-
na AC dolnej podstawy i srodki krawedzi A, D,iC, D, gornej podstawy. Udowodnij, ze prze-
katne otrzymanego przekroju s3 prostopadie.
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9. Zadania r6zne z geometrii przestrzennej

Rozwiazanie:

Przyjmijmy, Ze krawedz tego szeScianu ma diugosé a. D, H C,
Wowczas (ryc. 5.128) AC=a /2, EH = az/i' Ly K

Zauwazmy, ze rozwazany przekrdj jest trapezem row- 4, —% 0 B
noramiennym ACHE o ramionach AE i CH oraz o podsta- y \
wach AC i EH. Trojkaty AOC i EOH sa podobne w skali ) D _________ .
SIS 2, wiec OG = 20K. Stosujac twierdzenie Pitagorasa : G
do trojkata AEF, otrzymujemy: EF = AE”— AF’. Poniewaz A L F

_ _1 _ _1 _aﬁ _a/2 Ryc. 5.128.
AF=AG-FG=5(AC EH)—§<af —2—)_ .

2 2 5 . 25 9 3/2
oraz AE"=AA +A1E2=a % 74, wiec EF == 2—% =§a2, skad EF = T[a.
Lgcol 3/2 f

Ponadto: EF = KG oraz OK = 3 KG= 3 "4 @="7 a Zatem w trojkacie EOK mamy
gor=£8 2%111{ “22 a/2 skad o= 45° i ostatecznie < EOH = 20 = 90°, co Koii-

czy dowdd tezy zadania.

Przykiad 11. Ostrostup prawidlowy czworokatny SABCD prze-
cieto plaszczyzna rownolegla do Sciany ASD, roztaczng z nia.
Udowodnij, ze otrzymany przekrdj jest trapezem.
Rozwigzanie:

Niech poprowadzona plaszczyzna przecina krawedzie AB, CD,
SC 1 SB danego ostrostupa w punktach odpowiednio K, L, M i N
(ryc. 5.129).

Z rownoleglosci tej ptaszczyzny do Sciany A SD wynika oczy-
wiScie rownolegto$¢ odcinkéw KL i AD. Poniewaz AD jest 1Ow-
nolegly do BC (gdyz podstawa ostrostupa jest kwadrat), to KL Ryc. 5.129.
jest rownolegty do BC. Plaszczyzna przekroju zawierajgca pro-
stg KL, rownoleglta do BC, jest rownolegta do BC. Stad wynika, S

ze odcinki MN i BC lezace na plaszczyznie BSC sa rownolegte.
Wobec tego odcinki KL i MN tez sg rownolegte. Czworokat
KLMN jest wigc trapezem. L-1 H-h
Przykiad 12. Udowodnij, ze objetoS¢ V, pole S, powierzchni bocz-
nej i pole S, powierzchni catkowitej stozka Scietego o promieniu
dtugosci R podstawy dolnej, promieniu dtugosci r podstawy gor-
nej, wysokoSci £ 1 dtugosci /, wyrazajg sie¢ wzorami:

V=g (R +Rr+ )i S, =m(R+r)L
S=nR+T(R+r)l+7r
Rozwigzanie:
Uzupelnijmy dany stozek Sciety do stozka pelnego i rozwazmy Ryc. 5.130.

przekroj osiowy tych stozkéw (ryc. 5.130).
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V. Elementy geometrii przestrzennej (stereometrii)

Z podobienstwa trojkatow AOS i A'O'S wynikaja zwigzki: H]; h_ % = LE l, a z nich

[

—zwiazki: (x) H = %; (x%) L= R—f} Wobec tego otrzymujemy:

1 2 1 2 1 2 1 2 (k)
v=LlnR H-tmw(H-n)= 37 (R ~r JH+5rh

(i)%ﬂ(R—r)(RJrr)-R—hf—r+%7tr2h=—l3‘ﬂ(R+r)hR+%nr2h:

:%R(R2+Rr+r2)h;

SI)Z“RL"W(L—U:n(R‘r)L“Trl(*g)ﬂt(R—r)ler +arl=
=nRI+Tri=T(R+r)l;

S =R +mW(R+7)l+7r’.

%\ Pytania i zadania

1.

Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej walca, ktérego podstawa ma promien diu-
gosci r, a przekatna przekroju osiowego jest nachylona do podstawy pod katem o.
Oblicz objetosé bryly powstalej przez obrot trapezu prostokatnego o podstawach diu-
gosci 91 13 oraz o wysokosci rownej 3 dokota:

a) dluzszej podstawy, b) krotszej podstawy.

Na walcu opisano kule o objetosci % 7. Promien kuli jest nachylony do podstawy walca
pod katem 30°. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej tego walca.

W kule o promieniu dtugo$ci R wpisano stozek. Kat rozwarcia stozka wynosi120°, Ob-
licz pole powierzchni calkowitej tego stozka.

Wyznacz dlugosci krawedzi graniastostupa prawidiowego trojkatnego o objetosci 3 /3
i polu powierzchni bocznej wynoszacym 18.

Na graniastostupie prawidtowym trojkatnym, ktérego wszystkie krawedzie s3 rownej diu-
gosci, opisano kule o promieniu dtugosci /7. Oblicz pole powierzchni bocznej tego gra-
niastostupa.

Oblicz objetosé ostrostupa prawidiowego trojkatnego o krawedzi podstawy diugosci 6
i kacie nachylenia kazdej krawgdzi bocznej do podstawy rownym 30°.

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego o wysokosci 3, wpisanego w ku-
le o promieniu dtugosci 2.

Wyznacz miare kata nachylenia plaszczyzny, wyznaczonej przez przekatng BD podsta-
wy ABCD sze$cianu ABCDA, B,C | D, i jego wierzchotek A, do tej podstawy.

10. Wyznacz miar¢ kata dwusciennego $cian czworo$cianu foremnego.

11. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny SABCD, ktdrego wszystkie krawedzie sg

dlugosci 10. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa plaszczyzna zawierajaca przekatna
AC jego podstawy ABCD i réwnolegla do krawedzi bocznej SD.

12.Laczac §rodki dwoch przeciwleglych Scian szescianu ze Srodkami krawgdzi nienalezg-
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cych do tych §cian odcinkami, otrzymamy szkielet oSmioscianu foremnego. Ile razy je-
go objeto$¢ jest mniejsza od objetoSci szeScianu?



Vi. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

1. Pojecie silni. Permutacje zbioru skoriczonego

Zapoznajmy si¢ z pojeciem silni:

Dla dowolnej liczby naturalnej n okreslamy symbol n! (czyt.: ,,n silnia”) jako:

a) iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 don, tojest:1-2-3-...- (n - 1) ‘n,gdyn =2

b) liczbe I, gdyn=0lubn =1L

Zgodnie zatem z definicja:
Ol=111=1,2!=1-2=2,3!=1-2-3=6, 41=1-2-3-4=24 itd.

Przykiad 1. Skro¢ utamek 8!

6l
Rozwiazanie:
8 _6!-7-8
6l G =7-8=56.
Przykiad 2. Skro¢ utamek %
6' 6! I S |
Rozw1qzanle =6 7.8 9-789-3504"

Przyklad 3. Uprosc utamek g; + 4‘

Rozwiazanie:

st+dal_41-5+41_4(5+1) 6 3
ST-4145-41 qi(5-1) 4 2

(n 1)'(n+ 1)'.

Przyktad 4. Upros¢ wyrazenie

Rozwigzanie:
Poniewaz (n!)zzn! nlonl=(n=1)tni(n+1)=n(n+1)

- 1)! ! - 1) n!- 1

vige (1IN (1L (161
() (=Dt

Przykiad 5. Oblicz (3!)!.

Rozwiazanie:

Poniewaz 3!=1-2-326,wi¢c(3!)!:6!:1-2~3~4-5-6:720.

Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n okreSlamy symbolem n!! iloczyn:
a)2-4-6-...-(n—2)-n, gdy njest liczbg parzysta;
b)1-3-5-...-(n=2) n, gdy njest liczba nieparzysta.
Tak wigc dla liczb parzystych:
211=2,411=2-4=8, 6!1=2-4-6=48, 8!!=2-4-6-8=3841 ogolnie:
(2k)11=2-4-6-8...-(2k—4)(2k—2)(2k), dla k=1,2,3,....
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Natomiast dla liczb nieparzystych:
M=13"1=1-3=351=1-3-5=15 711=1-3-5-7=105 i ogodlnie:
(2k—1)!!=1-3~5~7-...-(2k—5)(2k—3)(2k—1), dla k=1,2,3,....

Przykiad 6. Skro¢ utamek &,',‘

6
Rozwiazanie:
10! _6!1-8-10 _ _
6l = 6l =810 = 80.
Przyklad 7. Skro¢ utamek 58'_"
Rozwigzanie:
8! 2-4-6-8 _ 1 __ 1
8 1:2-3-4:5-6-7-8 1:3:5-7 105

. » (2n)!!
Przyktad 8. Skr6¢ utamek

n! -
Rozwiazanie:
Poniewaz:
(2n)!!:2'4~6-...-(2n—2)(2n)=(2-1)-(2-2)~(2~3)-...'(2~(n—1))-(2n):
0 @)t o
=(2:2-.-2)(1-2:3 .. (n=1)-n)=2"nl, wigc~— === =2"
Permutacje

Przejdzmy teraz do rozwazan dotyczacych zbiorow.

\] Permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy kazdy cigg n-wyrazowy utworzony ze
O | wszystkich elementow tego zbioru.

Inaczej mowiac, permutacja zbioru skonczonego nazywamy dowolne uporzgdkowanie
wszystkich jego elementéw. Dwie permutacje zbioru uznajemy za rozne, gdy co najmniej
dwa jego elementy wystepuja w nich w r6znej kolejnosci.

PrzesledZmy to na nastepujacych przykiadach:

1. Zbior dwuelementowy {a, b} mozna uporzadkowac dwojako: (a, b), €O 0znacza, Ze d po-
przedza b, albo (b, a), czyli, b jest przed a.

2.7 elementdw zbioru {a, b, c} mozemy utworzy¢ sze$¢ ciggdw trojwyrazowych: (a, b,c),
(a,c,b),(c,a,b),(b,a,c),(b,c,a),(c,b,a), dotaczajac do kazdego z ciagdw (a,b)i(b,a)
trzeci element ¢ na jeden z trzech sposobow. Pokazuje to schemat:

(a,b, c)\ ]

(a,b) i (a,c.b)¢3

(c,a,b))
2-3
(b,a,c)

(b,a) g (b,c,a)t3
(¢,b.a))
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1. Pojecie silni. Permutacje zbioru skonczonego

3. Wszystkie permutacje zbioru {a, b, ¢,d } otrzymamy, gdy do kazdej permutacji zbio-
ru {a,b,c} dotaczymy element d na jeden z czterech sposobow. Przedstawia
to schemat:

///v\

t6 -4

—~
=
8
=~
~

N TN

TN

—
)
=
IN]
~

PYARS

Widzimy zatem, ze wszystkich permutacji czteroelementowego zbioru jest 24 =6 - 4.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Oznaczmy liczbe permutacji zbioru n-elementowego symbolem P . Istnieje tylko jed-
na permutacja zbioru jednoelementowego:
P=1
Dolgczajgc do niej na dwa sposoby drugi element, otrzymamy permutacje zbioru dwuele-
mentowego:
P,=P-2=1-2.
Kazda z tych permutacji po dofgczeniu do niej na trzy sposoby trzeciego elementu daje trzy
permutacje zbioru trzyelementowego:
P,=P-3=1-2-3
Gdy do kazdej takiej permutacji dofaczymy na cztery sposoby czwarty element, otrzymamy
wszystkie permutacje zbioru czteroelementowego:
P=P-4=1-2-3-4 itd.

Jesli powyzsza zasade zastosujemy w zbiorze n-elementowym, wowczas okaze si¢, ze
wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest P =1-2-3-...- (n - 1) -n, co krocej
mozna zapisa¢ nastepujaco:

P =n!.

Prawdziwe jest zatem nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie
Liczbe P, wszystkich permutacji zbioru n-elementowego obliczamy ze wzoru: P = n!.

(J" Oto formalny dowdd indukceyjny tego wzoru.

1. Sprawdzenie dla n = 1. Zbi6r jednoelementowy mozna uporzadkowac tylko w jeden spo-
sob, wiec P =1=1!.

2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jesli P =n!, to P, = (n + 1)!.
Istotnie, kazda permutacja zbioru n-elementowego, po dofaczeniu do niej jeszcze jedne-
go elementu na ktorekolwiek z n + 1 miejsc, wyznacza n + 1 permutacji zbioru liczacego

(n + 1) elementow. Na przyktad permutacja (al ,a,,dy, ..., a4 a a, ), po dotaczeniu

n=22"n-1°

doniejelementua _ ,wyznaczan + | permutacji zbioru {a1 Ay, Ay, A, LA }; $3 nimi:

n+ 1

(a,,az,a3,...,aw2,a 7l,a”,a”+]>, (a a4y, ,...,a”_z,anfl,,a,),
(al,az,aS,...,a”_z,anﬂ, L a ) (al,a a, ,an_z,awl,an)itd.,
(al,az,,a3,..., wens @, s a, >, (

(,al,az,az,..., woos Aoy

Podobnie postepujemy z kaqu z pozostatych permutacji zbioru {al Ay, a”}. A po-

al’an+1’ "’an—Z’a

Q

niewaz jest ich wszystkich n!, wiec P, =P -(n+1)=n!(n+1)=(n+1)!.
Zatem na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze dowodzony wzor zachodzi dla
kazdej dodatniej liczby naturalnej n. (J
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1. Pojecie silni. Permutacije zbioru skofczonego

Przyklad 1. W biegu na 100 m wzieto udziat pieciu zawodnikow. Na ile sposobow moga oni
dobiec do mety, jesli zalozymy, Ze zadni dwaj z nich nie znajda si¢ na niej jednocze$nie?
Rozwiazanie:

Nietrudno zauwazy¢, ze kazda mozliwa kolejnos¢, w ktorej zawodnicy dobiegng do me-
ty, odpowiada pewnej permutacji zbioru pi¢cioelementowego; i na odwro6t, kazda permu-
tacja zbioru pigecioelementowego odpowiada pewnej kolejnosci, w jakiej znajda si¢ oni
na mecie. Zawodnicy moga zatem dobiec do mety na 5! = 120 sposobow.

Przyklad 2. Z cyfr {1,2, 3,4} ukladamy czterocyfrowe liczby o roznych cyfrach. Ile takich
liczb mozemy ulozy¢?
Rozwiazanie:

Kazda czterocyfrowa liczba o rd6znych cyfrach ze zbioru {1, 2,3, 4} odpowiada pewnej
permutacji tego zbioru, na przyktad liczba 4231 odpowiada permutacji (4, 2,3,1).

Na odwrot, kazda permutacja tego zbioru wyznacza pewna czterocyfrowa liczbe o 16z-
nych cyfrach z tego zbioru, na przykiad permutacja (2, 4,3, 1) wyznacza liczbe 243 1. Zatem
liczb czterocyfrowych o roznych cyfrach ze zbioru {1, 2,3, 4} mozna utozy¢ 4! = 24 .
Przyklad 3. Pewna rodzina sklada si¢ z siedmiorga osob: dziadkow, rodzicow i trojga dzie-
ci. Wszyscy ustawiajg sie do rodzinnej fotografii w ten sposob, aby dzieci byly na niej
w pierwszym rzedzie, a doro§li — w drugim. Ile réznych fotografii moze powstac?
Rozwigzanie:

Oczywiscie zdjec bedzie tyle, ile jest roznych sposobow ustawienia dzieci i dorostych od-
powiednio w pierwszym i drugim rzedzie. Dzieci moga ustawic si¢ do fotografii na 3! spo-
sobow 1 przy kazdym z tych sposobdw dorosli moga stanac na 4! sposobow. Zatem wszyst-
kich mozliwych ustawien rodziny do wspolnego zdjecia jest 3! - 4! =624 = 144,
Przyklad 4. Ile jest sposobOw ustawienia na poOlce szeSciotomowej encyklopedii tak, aby
tomy 11 II staty obok siebie?

Rozwigzanie:

Miejsca, ktore zajma tomy tej encyklopedii na poice, ponumerujemy cyframi od 1do 6.
Tomy 11 II moga sta¢ obok siebie w kolejnosci I, IT lub II, I i zmienia¢ numery swoich miejsc
na piec sposobow, zajmujac miejsca: 112,213,314,4151ub 516 (ryc. 6.1).

D O D A
I 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
D D d
2 3 4 5 o6 2 3 4 5 6
D O ID
i 2 3 4 5 6 12 3 4 5 6
D @ D (I

l2’§4§6 323456
D @ D A

I 2 3 4 5 6 i 2 3 4 5 6

Ryc. 6.1.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Pozostale cztery tomy ustawiamy na wolnych miejscach dowolnie i mozliwosci tych jest 4!
(tyle, ile permutacji zbioru czteroelementowego). Wobec tego szeSciotomowa encyklopedie mo-
zemy ustawiC na polce tak, aby tomy Ii I staly obok siebiena2!-4!-5=2!-5!=2-120 =240
Sposobow.

Pytania i zadania
1. Podaj okreslenie symbolu n!.
2. Zapisz w prostszej postaci:

a)d!-5; b)7!-8-9; c)(n=2)!(n—-1) d)yn!(n+1)(n+2)
9. 12! (n=1)! (n+ 1!

) D1 T UNCESY:

10! . (n+1)!_ (l’l—4>!. (n—k)'

Do D 0 (n=5) D (n—k-1)r

3. Zapisz w prostszej postaci:

5! 8! 6!+ 5! (n+ )t =n!

a) 3737 b) 5137 ©) 6r—50 DT

Co to jest permutacja zbioru skonczonego?
Ile jest wszystkich permutacji zbioru n-elementowego?
Na ile sposobdw pigc 0s6b moze zajac pie¢ ponumerowanych miejsc?

N o e

Z urny wyjmujemy kolejno siedem ponumerowanych kul. Na ile sposobow mozemy to

uczynic?

8. Z autobusu wysiada 10 osob. Najpierw wychodza panie, ktorych jest 6, a za nimi 4 pa-
nowie. Jesli uwzglednimy ten porzadek, to na ile réznych sposobOw opisane towarzystwo
moze opusci¢ autobus?

9. Na ile sposobow mozemy ustawi¢ na polce szeSciotomowa encyklopedig, aby to-

my II i IIT nie staly obok siebie?

2. Symbol Newtona. Kombinacje zbioru skoficzonego

Symbol Newtona
Niech ni k beda dowolnymi liczbami naturalnymi.

Ve

Wyrazenie <Z> (czyt.: ,nnad k7 lub ,,n po k) okreSlone wzorem:

n!

(n m, gdy 0<k<n
k)z

0, gdy k>n,

nazywamy symbolem Newtona.
\.
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2. Symbol Newtona. Kombinacje zbioru skorczonego

Oto kilka przyktadow:
T\ _ 7! _ 7 5167 _6-T7 _ 41 4_ 5.
(5)‘5!(7—5)!‘5!»2!‘ sT2 -3 3 7=2k
6\ _ 6! __ 6! _41'5-6_56_<c 1,_1<
<2>_2!(6—2)!_2!~4!_ 24 -2 03FIS
(8)_ 8! _ 8 _ 8 .
0/ 01(8-0)! 0! -8 8>
(5)_ 5! -5t 5,
5/ 51(5-5)! 5-00 5t
@:o, bo 4> 2.
Z przytoczonych przyktadow wynika, ze:
n\_ n! _n! _n_!_l.
0/70(n=0)!" 0l-nl " nl— >
<n _ n! __n! _n_!_l
n) nl(n—n)! nl-0" nl™ >

Porownajmy:

<8>:<Z> <’11>: 1!(,1”i Dl (n 2!1)! - <’Zn——1)1!)A!n - oraz

( n >: n! _ n! __n! :nwic<n>:< n >
n=1)"=Dn-n-D]! _ (n=01- 11 (n=1)1 V)T \n-1)
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.
Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby naturalnej k takiej, ze 0 < k < n, zachodzi

rownosé ()= "
ownosC |, )=, _ 4 )

0 Dowod. Poniewaz k = n — (n — k), wigc:

n\ _ n! _ n! _ n! ([ n
<k>_k!(n—k)!_(n—k)!k!_(n—k)![n—(n—k)]!_<n—k>'D
Tak wiec na przyktad:

@):@) <1z?>:<160)a (§)=(HE2), gdy n=>2.

Rozpatrzmy sume dwoch wyrazen, bedacych symbolami Newtona:

8\, (8\__8 . 8 _8!-4+8!-5_8:9 91 _ 9\,
3 4)7 315074141 4150 T 41517 41-51 7 \4)
9 n 9\_ 9! o9t 9 7+91-3_91-10 _ 10! _ 10
6 7)er-3r -2t 73t e 3t 73t o\ 7 )

Prawdziwe jest kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2.
Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby naturalnej k takiej, ze 0 < k < n, zachodzi

rownosé () +(, " )= n+l
k k+1 k+1/)
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

J Dowdd.

n ! ! n! _
<Z)+<k+l) k‘(n k) +(k+1) [nn—(k+l)] k!(nn—k)!+(k+1)!(n—k—1)!_

_ n!(k+1) . nl(n—k) :n!(k+1)+n!(n—k):

(k+ 1)1 (n=k)!  (k+1)(n=k)!  (k+1)!(n—k)!
_ni(k+l+n—k)  nl(n+l) (n+1)! =<”+1>C]
Sk D)=kt (kD) (n=k) (k) [(n 1) = (k+ )]0 VKT

Oto przyktady dziatan, w ktorych zastosowano omawiane twierdzenie:
7 7\_(8\ (10 10\ _(11\. [n n\_(n+1
(3 (6= (8 (9] (5)=(5 (3)+(3)-("3")

Kombinacje zbioru skoficzonego
Niech A bedzie zbiorem n-elementowym.

Kombinacja k elementdw sposrod n elementdw (gdzie & i n sa liczbami naturalnymi, przy
czym 0 < k < n) nazywamy kazdy k-elementowy podzbior zbioru A. Dwie kombinacje zbio-
ru A uznajemy za r6zne, gdy r6znia si¢ co najmniej jednym elementem.

(@Y !

Liczbe kombinacji k elementow sposrdd n elementow bedziemy oznacza¢ symbolem C fl
Przyklad 1. Dany jest zbior A = {a, b,c, d}. Wypisz wszystkie kombinacje tego zbioru.

Rozwigzanie:
Zbior pusty jest oczywiScie zeroelementowg kombinacja zbioru A. Taka kombinacja jest

naturalnie tylko jedna, wiec C 2 = ; zbiory: {a }, {b }, {c }, {d} sa jednoelementowymi kom-
binacjami zbioru A, stad C; = 4. Zbiory:{a,b}, {a,c}, {a.d}, {b,c}, {b.d}, {c, d } stano-
wia wszystkie dwuelementowe kombinacje zbioru A, zatem C 42 = 6. Zbiory: {a, b,c},
{a.b.d}, {a,c.d}, {b,c,d} sa wszystkimi trojelementowymi kombinacjami zbioru A, ma-
my wiec C : = 4. Caly zbior A jest jedyng czteroelementowa kombinacja tego zbioru: C j =1

Powstaje pytanie: jak wyznaczy¢ liczbe k-elementowych kombinacji danego zbioru n-ele-
mentowego A?

Gdy k = 0, mamy tylko jedng zeroelementowa kombinacje (zbior pusty!) zbioru n-cle-
mentowego. Zatem:

C() — 1

Gdy k = 1, wowczas takze tatwo obliczy¢, ze jednoelementowych kombinacji jest 7 (ty-
le, ile elementéw ma dany zbior). Tak wiec:

Cn:n.

Rozwazmy teraz, ile jest dwuelementowych kombinacji zbioru n-elementowego.
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2. Symbol Newtona. Kombinacje zbioru skonczonego

Najpierw wybieramy jeden element. Mozliwosci wyboru jest 7 (tyle, ile elementow ma
zbior A). Nastepnie wybieramy drugi element sposrod pozostalych n — 1 elementow w zbio-
rze A. Wszystkich mozliwosci takiego wyboru dwoch elementow zbioru A jest wigc n (n - 1).
Zauwazcie jednak, ze w liczbie tej kazdy dwuelementowy podzbior zbioru A jest liczony
dwukrotnie, na przykfad zbior {a, b} pierwszy raz otrzymujemy, wybicrajac ze zbioru A naj-
pierw « i nast¢pnie b, drugi zas raz — gdy najpierw wybierzemy b, a nast¢gpnie a. Wobec

n(n-1)

tego wszystkich dwuelementowych kombinacji zbioru A jest — 5, zatem:
C,=—>—"

Dotgczajac do kazdej dwuelementowej kombinacji zbioru A trzeci element sposrod po-
zostalych n—2 elementow tego zbioru, otrzymujemy trojelementowg kombinacje zbioru A.
Wszystkich mozliwosci takiego wyboru trzech elementow zbioru A jest wigc

n(n=1)(n-2)

5 . Jednak w liczbie tej kazda trojelementowa kombinacja zbioru A jest liczo-

na trzykrotnie, bowiem na przyktad kombinacje {a, b, C} otrzymujemy, dotaczajac ¢
do{a.b}, bdo{a,c}iado{b,c} Wobec tego wszystkich tréjelementowych kombinacji

n(n=1)(n-2)

zbioru A jest 6 , stad:

Cjz n(n- 16)(n— 2)‘

Zauwazmy, ze otrzymane liczby C :, C L, C i iC z mozemy zapisaé nastepujaco:

‘ n (n—1)! n!
C":”:T:%'(n—l)!: 1!(nl1)!:<n>;

o on(n=1) nn-1) (n=2)! a1 _/n)\
C”—n 5 —nnzz '(n—z)!’zl(n—z)!_@)’
C}_n(n—l)(n—Z)_n(n—1)(11—2) (n=3)! a _(n
" 6 - 3! '(n—3)!‘3!(n—3)!_(3>'

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla dowolnego k < n, otrzymamy nastepuja-
ce twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli n i k sa dowolnymi liczbami naturalnymi i k < n, to liczba k-elementowych kom-
binacji zbioru n-elementowego wyraza si¢ wzorem:

ci=(7)
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

(J "Dowdod. Zastosujemy indukcje matematyczng. Niech n bedzie ustalong liczba.
1. Gdy k=0, 1,2 lub 3, to twierdzenie jest prawdziwe, poniewaz wiemy juz, ze:

0o_(n 1_(n 2 (n\. 3 _[n
cr={o) en(i) e (3)re=(3)
2. Zaktadajac,ze l <k<n i C,f:(Z), wykazemy, ze C:H:(k_'?_ 1).

Istotnie, dolaczajac do kazdej k-elementowej kombinacji jeden element sposrod n — k
elementow, ktore do niej nie naleza, otrzymamy (n — k) C " kombinadji liczacych (k+1)ele-
mentow. Przy tym w liczbie (n - k) C : kazda z kombinacji k-elementowych powtarza si¢
k + 1razy, gdyz kazdy jej element dotaczaliSmy do kombinacji k pozostatych elementow.

- n—k)C"
Wobec tego C: "' = % A poniewaz C' = (Z) = k'(nniik)" wigc:

. (n—k)n! ! n!

TR DR (k) (k1) (n—k—1)! (k+1)g(n;(k+1)>!:<kzl>-

Tym samym na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze dowodzony wzor jest praw-

dziwy dla dowolnej liczby naturalnej n i liczby naturalnej  takiej, ze 0 <k < n. (J
Przyktad 2. Z klasy liczacej 20 uczniow nalezy wytypowac czteroosobowa delegacje do sa-
morzadu szkolnego. Ile takich delegacji mozna utworzy¢?
Rozwiazanie:

Kazda delegacja czworga uczniow sposrdd 20 w tej klasie to czteroelementowa kom-
binacja zbioru dwudziestoelementowego. Wszystkich delegacji, o ktorych mowa w zada-

niu, jest wiee C = (240) = 2 = 181920 5. 517 19 = 4845,

Przyklad 3. W urnie znajduje si¢ osiem kul ponumerowanych od 1do 8. Losujemy pi¢¢ kul
bez ponownego wrzucania ich do urny. Ile jest mozliwych wynikow losowania?

Rozwiazanie:

Losowanie pigciu kul sposréd oSmiu bez ponownego wrzucania jest wyborem dowol-
nych pigciu roéznych kul sposrod oSmiu, czyli piecioelementowa kombinacjg zbioru o§mio-
elementowego. Wobec tego wszystkich mozliwych wynikow tego losowania jest:

s (8\_ 81 51678 . o
C‘<5)‘5!-3!‘ sl 6 8236

8

Przyktad 4. Ile wsrod wszystkich skreslen szeSciu liczb z 49 (od 1 do 49) jest takich, ktore
gwarantuja trafienie ,,piatki” w losowaniu Duzego Lotka?
Rozwigzanie:

Gra w Duzego Lotka w najprostszej postaci polega na wytypowaniu (skreSleniu na
specjalnym kuponie) szeSciu sposrod 49 liczb od 1do 49. Nastepnie odbywa si¢ losowanie sze-
Sciu liczb. Aby trafic ,,piatke”, trzeba stwierdzi¢ na swoim kuponie pigc liczb sposrdd szesciu

otrzymanych w publicznym losowaniu. Pie€ liczb z szeSciu mozemy wybra¢ na C Z = (g) = 6spo-

sobow. Poniewaz jedng liczbg na naszym kuponie moze by¢ dowolna z 43 niewylosowanych,
dlatego wszystkich skreslen szesciu liczb, przy ktorych trafimy ,,piatke”, jest 43 - 6 = 258.
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2. Symbol Newtona. Kombinacje zbioru skonczonego

Przyktad 5. Ile partii rozegrano w turnieju szachowym, w ktérym wzieto udziat 15 os6b
i kazda rozegrala z kazda jeden mecz?
Rozwiazanie:

W kazdej rozegranej partii braly udziat dwie osoby i kazde dwie rozegraly jedna partie. Wo-
bec tego liczba rozegranych partii odpowiada liczbie wyboru dwdch 0sob sposrod 15, a ta — jest
réwna liczbie dwuelementowych kombinacji zbioru pigtnastoelementowego, czyli liczbie:

C125:<125>:L42—15:7'15= 105.

Przykiad 6. Z talii 52 kart wyciggamy losowo 5 kart. Ile jest mozliwych wynikow losowa-
nia, takich aby otrzymac dwa asy 1 trzy krole?
Rozwigzanie:

W talii tej mamy oczywiscie cztery asy i cztery krole. Dwa asy sposrod czterech moze-
my wylosowaé na C z = (3) = 6 sposobow, za$ trzy krole sposrod czterech na Ci = <§1> =4
sposoby. Jesli zatem chcemy wylosowac pigc kart, tak aby wsrod nich znalazty si¢ dwa asy
i trzy krole, musimy wykonac te czynnoS¢ na C 42 C j =64 =24 sposoby, gdyz do kazdych
dwoch asow mozemy dobrac trzy krole na 4 sposoby, mozliwoSci za$§ wyboru dwoch asow
sposrod czterech jest 6.

Przykiad 7. Ile prostych mozna przeprowadzi¢ przez sze$¢ punktow, z ktorych zadne trzy
nie lezg na jednej prostej?
Rozwiazanie:

Wybieramy dowolnie dwa punkty i prowadzimy przez nie prosta. Poniewaz zadne trzy
punkty sposrod danych nie leza na jednej prostej, wiec zadne dwie proste, wyznaczone
przez rozne pary punktéow sposrod danych, si¢ nie pokrywaja. Zatem liczba prostych, ktore
mozna przeprowadzi¢ przez danych szes¢ punktow, odpowiada liczbie wyboroéw dwoch
punktéw sposérdd szesciu danych, czyli liczbie dwuelementowych kombinacji zbioru szeScio-
elementowego, a wiec liczbie:
cl- (g) =365

6

Przyklad 8. Ile ptaszczyzn mozna przeprowadzi¢ przez siedem punktow, z ktorych zadne
cztery nie leza na jednej ptaszczyznie?
Rozwigzanie:

Jesli zadne cztery punkty sposrdd danych nie leza na jednej ptaszczyznie, to zadne trzy
sposrod nich nie moga lezeé na jednej prostej. Kazde trzy takie punkty wyznaczaja jedng
plaszczyzne i oczywiscie zadne dwie ptaszczyzny, przeprowadzone przez rozne trzy punk-
ty sposrod danych, si¢ nie pokrywaja. Wobec tego poszukiwana liczba plaszczyzn odpowia-
da liczbie wybordow trzech punktow sposrdd danych siedmiu, czyli liczbie trojelementowych
kombinacji zbioru siedmioelementowego, a wiec liczbie:

T\ T 41567 < _
Cv‘(3>‘3!‘4!‘ 34 o0 735
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Przykiad 9. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ grupe 10 0osob na dwie rownoliczne grupy?
Rozwigzanie:
Wybierajac grupe 5 0sob, otrzymujemy jednoczesnie druga grupe pozostalych 5 osob.

Wybordw 5 0sdb sposrod 10 jest oczywiscie C fo = <150 ) Liczba ta jest jednak dwa razy mniej-

sza niz liczba podzialéw grupy 10 oséb na dwie rownoliczne grupy, gdyz kazde dwie takie
grupy mozemy otrzymaé¢ w dwoch odwrotnych kolejnoSciach; wybrana grupa pieciu 0sob
moze przeciez innym razem stanowi¢ grupe pozostatych pieciu osob. Zatem wszystkich moz-
liwych podziatow grupy 10 0s6b na dwie rownoliczne grupy jest:

Lol (10) 1 10! _ 6:7-8:9-10

2 Cuma\s)TesrsiTa 12345 29126

Pytania i zadania

1. Podaj okreSlenie symbolu (Z)
2. Oblicz:

O(F (O GRS} B} GaZab (" P (1)
AR E IR R E AP PSR A Y P P

3. Udowodnij, ze:

a)k.<2):n.(Z:}>,gdy nkeNil<k<n

k ~1 :
b)(’,j)(l):(’;)(’,j_l),gdy kilneNiO<Ii<k<n.

4. Co nazywamy k-elementowa kombinacjg zbioru n-elementowego? Ile jest takich kom-
binacji?

5. Wypisz wszystkie kombinacje zbioru:
a){1.2}; b){1,2,3}; ¢){1,2,3,4}; d){1,2,3,4,5}.

6. lle jest wszystkich kombinacji zbioru n-elementowego?

7. Na ptaszczyznie danych jest 5 punktow, z ktorych zadne 3 nie sa wspotliniowe. Ile moz-
na zbudowac trojkatow, ktorych wierzchotkami sg 3 sposrod danych 5 punktow?

8. Ile szeScioosobowych delegacji mozna utworzyc z klasy liczacej 12 dziewczat i 18 chtop-
cow, jesli w sktad kazdej delegacji ma wejs¢ trzech chtopcow i troje dziewczat?

9. Oblicz liczbe przekatnych n-kata wypuktego (n > 3).

10. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ w czterech klatkach 18 krolikow, tak aby w pierwszej
byto ich 7, w drugiej 5, w trzeciej 4, a w czwartej 27

11". Ile dzielnikéw ma liczba 2 -3-5-7-11-13?

12. W kasetce znajduje sie 20 banknotow, w tym 8 nierozroznialnych dwustuztotowych

i 12 nierozroznialnych stuzlotowych. Na ile sposobéw mozemy wyjac z tej kaset-
ki 1000 z1?
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3. Wariacje (rozmieszczenia) z powtdrzeniami i bez powtorzen

13.Z talii 52 kart wybieramy losowo 6 kart. Ile jest mozliwych wynikow losowania, w kto-
rych wybierzemy 5 kart jednego koloru?
14. W skrzynce znajduje si¢ 20 zarowek, w tym 3 wadliwe. Ile jest mozliwosci wyjecia z tej
skrzynki 4 zarowek, wsrod ktorych co najmniej jedna okaze si¢ wadliwa?
15". Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ dziewigciu studentow w trzech pokojach trzyoso-
bowych, gdy:
a) kazdy moze mieszkac z kazdym;
b) pewni dwaj studenci nie chcg mieszka¢ razem?
16" Stosujac pojecie kombinacji, udowodnij wlasnosci symbolu Newtona:

o) (anip o)+ )= (3 o) (1) (3]
3. Wariacje (rozmieszczenia) z powtorzeniami i bez powtdrzen

Wariacje z powtorzeniami

Tym razem zacznijmy od przykladow.

Przyktad 1. Z cyfr 1,2, 3, 4 chcemy utworzy¢ trzycyfrowa liczbg abc, przy tym cyfry nie mu-
szg by¢ rozne. Ile takich liczb mozemy utworzyc?
Rozwiazanie:

7 podanej tresci wynika, ze cyfra setek, cyfra dziesigtek i cyfra jednosci moze byc¢ kaz-
dazcyfrl,2,3,4. Cyfre a mozemy wige wybrac na cztery sposoby, podobnie zreszta jak cy-
fre b i c. Zatem wszystkich liczb trzycyfrowych o podanych cyfrach moze powstac
4-4-4=4",

Przyklad 2. Rzucamy piec razy szescienna kostka do gry. Ile jest wszystkich mozliwych wy-
nikow tego doswiadczenia?
Rozwigzanie:

Przy kazdym rzucie tg kostka otrzymujemy jedna z liczb od I do 6. Wyniki pigciu rzu-
tow moga si¢ oczywiscie powtarza¢. Wobec tego wszystkich mozliwych wynikow jest
6666 6=6"

Trzycyfrowa liczbe abe o cyfrach odpowiednio: a — setek, b — dziesigtek i ¢ — jednosci (nie-
koniecznie r6znych) ze zbioru {1, 2,3, 4} mozemy utozsamiac z trojwyrazowym ciggiem
(a,b, ¢) o wyrazach (nickoniecznie roznych) ze zbioru {1, 2,3, 4}. Jak obliczylismy, takich
ciggéw mamy 4%,

Podobnie wynik pieciokrotnego rzutu szescienna kostka do gry mozemy potraktowac

jako pigciowyrazowy ciag (r1 Pyl Tyt ), z ktorego kazdy wyraz przyjmuje dowolng z war-
tosci: 1, 2, 3, 4, 51 6. ObliczyliSmy, ze takich ciagow jest 6.

Przejdzmy zatem do rozwazan ogolnych. Majac zbior n-elementowy {a1 Ay, ..., A, |, TWO-
rzymy k-wyrazowe ciagi o wyrazach (niekoniecznie r6znych) z tego zbioru. Obliczmy, ile
takich ciggdw powstanie.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobieristwa

Pierwszym wyrazem tworzonego ciagu moze by¢ dowolny element danego zbioru, wiec moz-
liwosci wyboru wartosci dla pierwszego wyrazu jest 7 (tyle, ile elementéw ma dany zbior). Dru-
giwyraz takze moze przyjac kazda zwartoscia, , a, , ..., a, , zatem pierwsze dwa wyrazy tego cig-
gumozemy utworzyénan-n=n ’ sposobow. Trzecim wyrazem ciagu réwniez moze by¢ dowolny
clement danego zbioru. Wobec tego trzy pierwsze wyrazy tego ciagu powstang nan n=n’ spo-
sobow. Rozumujac dalej w ten sposob, dojdziemy do ostatniego, k-tego wyrazu, ktory rowniez
moze przyjac kazda zwartoScia, , a, , ..., a,. Wnioskujemy stad, ze wszystkich k-wyrazowych cig-

. . . . 4. . . k
gow o wyrazach (niekoniecznie rdznych) ze zbioru n-elementowego jest .

O

Kazdy k-wyrazowy cigg o wyrazach (niekoniecznie réznych) ze zbioru n-elementowego
(gdzie n ik sg liczbami naturalnymi) nazywa si¢ k-wyrazowa wariacjg z powtorzeniami zbio-
ru n-elementowego.

Prawdziwe jest zatem twierdzenie:

Twierdzenie
Jezelinik sg dowolnymi dodatnimi liczbami naturalnymi, to wszystkich k-wyrazowych

. . 4 . . . . k
wariacji z powtOrzeniami zbioru n-elementowego jest n .

Liczbe k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n-elementowego bedziemy

oznacza¢ symbolem Wf. Tak wigc:
Wnk =n".

Nazwa wariacja pochodzi od tacinskiego stowa variatio, czyli zmiana.

Przykiad 3. Rzucamy dziesi¢C razy moneta. Ile jest wszystkich mozliwych wynikéw tego do-
Swiadczenia?
Rozwigzanie:

W kazdym rzucie monetg wypada albo orzel, albo reszka i w kolejnych rzutach mogg sie
one powtarzac. Kazdy wynik tego do§wiadczenia odpowiada wiec dziesigciowyrazowej waria-
¢ji z powtorzeniami zbioru dwuelementowego {orzel, reszka}. Na przyktad ciag: (O, O, O,
0,0, R, R, R, R, R) oznacza, ze w pierwszych pigciu rzutach wypadt orzel, a w pozostatych
- reszka. Wszystkich mozliwych wynikow tego dos§wiadczenia jest wiec Wzlo =2""=1024.
Przykiad 4. Na szczyt pewnej gory prowadzi ze schroniska 7 drog, ktorymi mozna wcho-
dzi¢ i schodzi¢. Ile mozemy odby¢ réznych wycieczek: schronisko — szczyt — schronisko?
Rozwigzanie:

Ponumerujmy te drogi: d,,d,, ..., d,. Wybierajac na przykiad droge d, do wejscia na szczyt
tej gory i do zejscia z niej, otrzymujemy pare ( d,d, ), odpowiadajaca jednej z mozliwosci od-
bycia wycieczki ze schroniska na szczyt gory i z powrotem. Kolejna para, na przyktad (d ,.d, ),
oznacza, ze na szczyt tej gory weszliSmy droga d ,, a zeszlismy drogg d.. Wszystkich mozliwo-
sci odbycia wycieczki: schronisko — szczyt — schronisko jest wigc tyle, ile wszystkich dwuwyra-

o ee P . . . . . . 2 2
zowych wariacji z powtOrzeniami zbioru siedmioelementowego, czyli W, = 7" = 49.
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3. Wariacje (rozmieszczenia) z powtorzeniami i bez powtorzen

Wariacje bez powtorzen

Tym razem bedziemy wyznacza¢ liczbe wszystkich k-wyrazowych ciggdw o roznych wy-
razach ze zbioru n-elementowego {al Ay an}. Pierwszym wyrazem takiego ciggu mo-
ze by¢ dowolny element danego zbioru. Drugim wyrazem moze juz by¢ kazdy z pozosta-
tych n — 1elementow tego zbioru. Dwa pierwsze wyrazy rozwazanego ciggu mozemy wigc
utworzyénan(n— 1) sposobow. Majac juz dwa wyrazy tego ciagu, mozemy dobrac jako je-
go trzeci wyraz kazdy spo$rod pozostatych n — 2 elementow danego zbioru. Tizy pierwsze
wyrazy naszego ciggu mozemy utworzy¢ na n(n—1)(n—2) sposoby. Rozumujac dalej
w ten sposob, dojdziemy do ostatniego, k-tego wyrazu rozwazanego ciagu, ktorym moze
by¢ dowolny element sposrod n — (k - 1) pozostalych elementéw w danym zbiorze. Zatem
wszystkich k-wyrazowych ciggdw o réznych wyrazach ze zbioru n-elementowego jest
n-(n=1)-(n=2) ... (n—k+1)

Kazdy k-wyrazowy cigg o réznych wyrazach ze zbioru n-elementowego (gdzie k i n oznacza-
ja dowolne liczby naturalne) nazywamy k-wyrazowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elemen-
towego.

Prawdziwe jest wigc nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jezelini k sa dowolnymi dodatnimi liczbami naturalnymi i k < n, to wszystkich k-wyra-
zowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego jest:

n(n-1):(n-2) .. -(n=k+1)

Liczbie tej mozemy nadac krotsza i tatwiejsza do zapamigtania postac. Zauwazmy bo-
wiem, ze:
n(n—l)(n—2)...<n—(k—1))-(n—k)! |
n(n-1)(n=-2)...(n—k+1)= (n= 1) :(nf‘k)!'

Liczbe k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego bedziemy ozna-

2 k
czaC symbolem V . Zatem: \
k n

Va= (n—k)r

Gdy k = n, powyzszy wzor przybiera postac Vn” =n!i wyraza liczbe permutacji zbioru
n-elementowego. Kazdy bowiem n-wyrazowy ciag o réznych wyrazach ze zbioru n-elemen-
towego to permutacja tego zbioru.

Przejdzmy do przyktadow.
Przyklad 1. Z cyfr 1,2, 3, ...,9 ukladamy trzycyfrowa liczbg o réznych cyfrach. Ile takich
liczb mozemy ufozyc¢?
Rozwigzanie:

Kazda trzycyfrowa liczba abc o roznych cyfrach ze zbioru {1, 2,3,..., 9} odpowiada troj-

wyrazowemu ciagowi (a, b, c) o r6znych wyrazach z podanego zbioru i na odwrot, kazdy
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

taki cigg wyznacza trzycyfrowa liczbe o roznych cyfrach z danego zbioru. Wszystkich liczb trzy-
cyfrowych, o ktorych mowa, mozemy wicc utozy¢ tyle, ile jest trojwyrazowych wariacji bez powto-
91 _91_6!"7-8'9_+5 ¢ o_
(9_3>!_6!_ 61 =7-8-9=504.
Przykiad 2. Windg dziesi¢ciopigtrowego domu jedzie 7 0sob. Na ile sposobow mogg one
wysigs¢ z tej windy, jesli kazda z nich wysiada na innym pietrze?

4 . . .. 13
rzen zbioru dziewigcioelementowego, czyli V) =

Rozwiazanie:

Pierwsza z jadgcych winda 0osob moze wysias¢ na dowolnym sposrod 10 pieter, druga
na kazdym sposrod 9 pigter, trzecia na ktorymkolwiek z pozostatych o§miu pigter, czwar-
ta ma do wyboru juz tylko siedem pieter, piata — szes¢, szOsta — pieé, a ostatnia — cztery.
Zatem jadgce w tej windzie osoby moga z niej wysias¢ nal0-9-8-7-6-5-4 = 604800 spo-
sobow.

Na koniec zobaczmy, jak ze wzoru na liczbg k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbio-
ru n-elementowego wynika wzor na liczbe k-elementowych kombinacji tego zbioru.

Kazda k-elementowg kombinacje zbioru n-elementowego, czyli k-eclementowy podzbior
tego zbioru, mozna uporzadkowac na k! sposobdow i kazde to uporzadkowanie jest oczywi-
Scie k-wyrazowa wariacjg bez powtorzen danego zbioru n-elementowego. Stad wynika, ze

wszystkich takich wariacji jest k!- C,k,. Wiemy przy tym, ze jest ich Vnk = (n il!k) s
Otrzymujemy zatem rownoSc k! - Cf - (n Tk) @ stad szukany wzor: Cf = k'(nnAlky = Z)

Pytania i zadania

1. Co to jest k-wyrazowa wariacja:

a) z powtoOrzeniami zbioru n-elementowego;
b) bez powtorzen zbioru n-elementowego?

2. lle jest wszystkich k-wyrazowych wariacji:

a) z powtorzeniami zbioru n-elementowego;
b) bez powtorzen zbioru n-elementowego?

3. lle jest wszystkich rozmieszczen w czterech szufladach dziesi¢ciu kul ponumerowanych
od1do10?

4. Z talii 52 kart losujemy jedna, zwracamy ja, karty tasujemy, losujemy druga, zwraca-
my ja, karty znowu tasujemy i losujemy trzecia karte. Ile jest mozliwych wynikow lo-
sowania?

5. lle réznych liczb czterocyfrowych mozna utozy¢ z cyfr 0, 1, 2, 3, 4 tak, aby zadna cyfra
sie nie powtorzyla?

6. Czterej koledzy udali si¢ do cukierni. Sposrod oSmiu rodzajow ciastek kazdy z nich
wybrat jeden. Ile roznych zestawow ciastek koledzy mogli wybrad, jesli:

a) kazdy z nich zdecydowatl si¢ na inny rodzaj ciastka;
b) dla zadnego z nich nie mialo znaczenia, ktore ciastko wybierze?

7. lle jest wszystkich co najwyzej n-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elemen-
towego?
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4. 7adania rozne z kombinatoryki

4. Zadania rézne z kombinatoryki

Podrozdzial ten poswigcimy zadaniom z kombinatoryki, w ktorych bedziemy korzystac
z poznanych wczesniej wzorow.
Przyklad 1. Oblicz sume pol wszystkich trojkatow, jakie mozna utworzy¢ w taki sposob, by
ich wierzchotkami byly wybrane wierzchotki sze$ciokata foremnego o boku diugosci 1.
Rozwigzanie:

Wszystkich trojkatow, o ktorych mowa w zadaniu, jest tyle, ile mozliwych wyborow

trzech punktow sposrdd szesciu, czyli C 22 (g) =20. Otrzymujemy przy tym trzy rodzaje

trojkatow, zaleznie od wzajemnego potozenia wierzchotkow (ryc. 6.2).

Ryc. 6.2.

a) Trojkatow, ktorych wierzcholkami sg kolejne wierzchotki szeSciokata, jest 6. Kazdy z nich
sklada si¢ z dwoch potowek trojkatow rownobocznych o boku 1, kazdy z nich ma wige

/3 f3f

b) Nastc;pny rodzaj to trojkaty, ktorych dwa wierzchotki sq kole]nymi wierzchotkami sze-
Sciokata, a trzeci juz nie. Sa to trojkaty prostokatne o przeciwprostokgtnej rownej 2 i jed-

pole ~;-. Suma pol trojkatow tego rodzaju wynosi 6 -

nej z przyprostokatnych o diugosci 1. Kazdy z nich ma zatem pole @ Trojkatow takich

jest 12, wigc suma ich pol wynosi12 - [ =6.,/3.
¢) Trojkaty, ktore za wierzchotki maja co drugle wierzchotki szeSciokata, sa 2. Sg to trojkaty

3/3

rownoboczne o boku diugosci /3, a wiec pole jednego trojkata rowne jest - Suma

3/3 3f

ich pol wynosi zatem 2 -

Poszukiwana suma to: —— + 6 f RE 3 f

9./3.
Przykiad 2. Dane sa liczby naturalne nik takle zen=411<k<n- 1 NailesposoboOw mo-
zemy wybrac ze zbioru {1, 2,3,4,..., n} takie cztery liczby, aby wéréd nich jedng byla k,
a wérod pozostalych trzech dokladnie jedna — mniejsza od k ?
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VI. Elementy rachunku prawdopodobieristwa

Rozwigzanie:

Wsrod liezb 1,2, 3, ..., nliczb mniejszych od & jest k — 1; sa nimi liczby 1,2, 3,.. ., k — 1i spo-
srod nich ma by¢ wybrana jedna. Kolejna z wybranych czterech liczb ma by¢ k, wiec pozo-
state dwie wybieramy sposrod n — k liczb wiekszych od k, czyli sposrod liczb: k+ 1L, k+2, ...,
n— 1, n. Zatem cztery liczby, spetniajace podane warunki, mozemy wybrac na C i ., C 11 -C jf W=
=<k 1 1) : (n N k) SpoOsOboOw.

Przyklad 3. Student zna odpowiedZ na 15 spoSrdd 25 pytan obowiazujacych na egzaminie. Lo-
suje kartke z trzema pytaniami. Gdy potrafi odpowiedzie¢ na co najmniej dwa pytania, zda-
je egzamin. lle jest kartek z pytaniami, ktore gwarantuja studentowi zdanie egzaminu?
Rozwiazanie:

Sa to oczywiscie kartki zawierajace albo 3, albo 2 sposrdd 15 pytan, na ktore student
zna odpowiedz. Kartek pierwszego rodzaju jest tyle, ile mozliwych wyboréw 3 pytan spo-
srod 15, czyli CSS: <]35) = §1124—313 =57 13 =455; drugiego zas rodzaju — tyle, ile moz-
liwych wyboréw 2 pytaf sposrod 15 i 1 pytania z pozostatych 10, czyli Clzs~ C:O =

2
najmniej dwa pytania, na ktdre student zna odpowiedz, jest 455 + 1050 = 1505.

=<125) : (110) =15-14. 10=15-7-10=1050. Zatem wszystkich kartek, zawierajacych co

Przyklad 4°. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ zbior dwunastoelementowy na sze$é roz-
tacznych podzbiorow dwuelementowych?
Rozwigzanie:

Pierwszy dwuelementowy podzbior mozna utworzy¢ na C 122 = (122 ) sposobow, drugi, roz-

taczny z pierwszym, juz na C [20: (120 ) sposobow, trzeci — na C ; = (g) sposobOw, czwarty

- na C:: (g) sposobdw, piaty — na Cj: (3) sposobow 1 wreszcie ostatni — juz tylko

nal = (%) = C; sposob. Razem jest wiec (122) : (120) : (g) ~ (g) : (3) : (%) sposobow wybiera-
nia szesciu rozlgcznych podzbioréw dwuelementowych danego zbioru. Ten sam podziat te-
g0 zbioru na rozlgczne podzbiory dwuelementowe jest liczony w tej liczbie 6! razy, gdyz nie
zalezy on od tego, w jakiej kolejnoSci wystepuja w nim podzbiory dwuelementowe, ktorych
jest szeSC. Zatem poszukiwana liczba zadanych podzialéw wynosi:

45 ()0 5[40 700- o
Przyklad 5%. Dana jest szachownica o n wierszach i n kolumnach. Na ile sposoboéw mozna
wybra¢ k pol (k < n) tej szachownicy, tak aby zadne dwa z wybranych pél nie lezaly ani
w tym samym wierszu, ani w tej samej kolumnie?
Rozwiazanie:

Pierwsze pole mozemy wybrac na n’ sposobow (moze nim by¢ dowolne pole tej szachow-

nicy). Drugie pole wybieramy na (n - 1)2 sposobow (pomijamy pola z rzgdow w pionie
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i w poziomie, na ktorych lezato pierwsze pole), trzecie pole mozemy wybra¢ juz tylko
na(n- 2)2 sposobow itd., az dojdziemy do k-tego pola, ktére wybieramy na (n — k + l)2 Spo-
sobow. Razem jest wice n”(n — 1)2(11 - 2)2 c(n—k+ 1)2 sposobow wyboru zgdanych & pdl,
przy czym w liczbie tej ten sam wybor k pol liczony jest k! razy (nie zalezy on przeciez od ko-

lejnosci, w jakiej te pola wybieralismy). Zatem wszystkich zadanych wyborow & pol tej sza-

chownicy et nz(n—1)2(n—i?2...(n—k+1)2:(n(n—l)(n—zk)!...(n—m1))':

(n(n- 1)(n—2)...(n—k+l)]2.k! :<n>2.k!'

B k! k

Przykiad 6°. Koto podzielono na 5 rownych sektoréow. Kazdy z nich chcemy pomalowac
na jeden z 7 dostepnych kolorow. Ile mozemy otrzymac w ten sposob roznych wariantow
kolorystycznych tego kota, jesli przyjmiemy, ze dwa warianty, z ktorych jeden staje si¢ dru-
gim po obrocie tego kota o kat k - 72°, gdzie k= 0, 1,2, 3, 4, uznajemy za identyczne?
Rozwigzanie:

Kazdy sektor malujemy na jeden z 7 koloréw, wigc wszystkich wariantow kolorystycznych
tego kota jest 7’ (tyle, ile jest wszystkich pigciowyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru sied-
mioelementowego). Wérdd tych wariantéw jest 7 jednobarwnych i 7-7 niejednobarwnych,
przy czym kazdy wariant niejednobarwny tego kota jest liczony w liczbie 7 -7 pieciokrotnie
(istnieje pig¢ obrotow tego kota o katy: 0-72°,1-72%2-72°,3-72°,4 - 72°, po ktorych kazdy
wariant niejednobarwny staje si¢ tym samym). Wobec tego wszystkich wariantow niejednobarw-

5 4
nych tego kota jest ! 5—7 =1 (75 - 1) =1 25400 =7-480 = 3360, a wszystkich wariantow

3367.

Pytania i zadania

1. Oblicz sume pol wszystkich trojkatow, ktorych wierzchotkami sg wybrane wierzchotki
szeScianu o krawedzi diugosci L.

2. Oblicz sume dhugo$ci odcink6w, ktorymi mozna polaczy¢ kazde dwa wierzchotki sze-
Sciokgta foremnego o boku dlugosci 1.

3. Oblicz sume dtugosci odcinkow, ktorymi mozna potaczy¢ kazde dwa wierzchotki sze-
$cianu o krawedzi dtugosci 1.

4. Rzucamy n roznokolorowych kostek szesciennych do gry. W ilu wynikach tego doswiad-
czenia otrzymamy sume oczek rowng 61 — 1?

5. Z urny zawierajacej trzy kule biate i siedem kul czarnych wyjmujemy cztery kule. Na ile
sposobow mozemy w ten sposob wyja¢ wiecej kul czarnych niz biatych?

6. lle jest trzycyfrowych liczb mniejszych od 555 o cyfrach ze zbioru {1, 2,3,....91?

7. Naile sposobéw mozna wybra¢ dwie liczby sposrod liczb 1,2, 3, ..., n tak, aby jedna z nich
byta mniejsza, a druga — wigksza od danej liczby naturalne;j k takiej, ze I <k <n?
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

8. Z talii 52 kart wyciggamy 10 roznych kart. Ile razy mozemy wylosowac w ten sposob 8
kart tego samego koloru?

9". Rzucamy n razy monetg. W ilu wynikach tego doswiadczenia orzet wypadnie nieparzy-
stg liczbe razy?
10". Ile istnieje wyborow trzech réznych liczb ze zbioru {1, 2,3,..., Sn}, ktorych suma jest
podzielna przez 3?7
11", Wyznacz liczbe uporzadkowanych par roztgcznych podzbioréw zbioru {1, 2,3,..., n}.
12" Dany jest zbior n-elementowy A. W zbiorze tym wyrdzniono podzbior m-elemento-
wy B. Ile jest podzbiorow zbioru A niezawierajacych si¢ w B i nierozigcznych z nim?

5. Zdarzenia elementarne

Zdarzenie elementarne jest w rachunku prawdopodobienstwa pojeciem pierwotnym,
czyli takim, ktorego si¢ nie definiuje (podobnie jak pojecia punktu w geometrii czy zbio-
ruw teorti zbiorow). Zdarzenia elementarne bedziemy oznaczac malg literg grecka @, do-
pisujac u dofu wskazniki, na przyktad w , w,, @, ... itd.

Przesledzimy teraz kilka przyktadéw do$wiadczen, aby zaobserwowac, co w konkretnej
sytuacji nalezy rozumie¢ pod pojeciem zdarzenia elementarnego. W kazdym z tych przy-
ktadow sporzgdzimy zbior wszystkich mozliwych wynikow rozwazanego do$wiadczenia ta-
kich, ze kazdy z nich wyklucza wszystkie pozostale w tym zbiorze. Te wtasnie wyniki bedzie-
my utozsamiac ze zdarzeniami elementarnymi.

Zbior wszystkich zdarzen elementarnych oznaczamy duza literg greckag 2 i zaktadamy,
ze jest to zbior skonczony. Liczbe jego elementéw zapisujemy jako |.Q|
Przyklad 1. Rzucamy raz monety. Zdarzeniami elementarnymi nazwiemy w tym
doswiadczeniu dwa oczywiste wyniki: ,,wypadt orzel”, ,,wypadta reszka”. Zbior Q jest wiec
dwuelementowy: 2 = { @,,0, }, gdzie @  oznacza zdarzenie: ,,wypadt orzel”, zas @, —zda-
rzenie: ,,wypadia reszka”. Zatem | Q| = 2.
Przyklad 2. Rzucamy raz dwiema monetami. Za zdarzenia elementarne przyjmujemy
w tym doswiadczeniu uporzadkowane pary wynikow: orzet lub reszka na pierwszej mone-
cie; orzel lub reszka na drugiej monecie, czyli pary: (O, O); (O, R); (R, O); (R, R). Sa to
cztery zdarzenia elementarne, zatem: Q= {(0,0),(O,R),(R,O),(R,R)}, Q] =4.
Przyklad 3. Rzucamy raz kostkg szeScienna do gry. Wynikami tego do$wiadczenia sa zda-
rzenia postaci: ,,wypadlo k oczek”, gdzie k € {1, 2,3,4,5, 6}. Oznaczajgc symbolem @, zda-
rzenie: ,wypadlo k oczek”, ktore uznajemy za zdarzenie elementarne, otrzymujemy zbior
Q={w,.0, 0, 0, 0, 0/} zatem|Q|=6.
Przyklad 4. Rzucamy raz dwiema kostkami. W celu ufatwienia zapisu ponumerujmy je.
Za zdarzenia elementarne bedziemy wtedy mogli przyjac zdarzenia postaci: ,,na pierwszej
kostce wypadto k oczek, a na drugiej [ oczek”, gdzie k,[ € {1, 2,3,4,5, 6}, czyli uporzad-
kowane pary (k,1). Tak wiec @ = (k, 1)1 oczywiscie Q= {a)z (k1) k,1=1,2,3,4,5, 6}. Za-
tem|Q]=W,.=6"=36.
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Przyklad 5. Rzucamy raz kostkg i moneta. Zdarzeniami elementarnymi beda w tym
doswiadczeniu uporzadkowane pary: wypadta Scianka z k oczkami, wypadt orzet lub wy-
padta reszka, a wigc pary: (k, 1), gdzie k € {1,2,3,4,5,6}, | € {O,R}. Zatem @ = (k, 1), za$
Q={w=(k 1) ke{1.2,3.4,5,6}. | € {O,R}}. Oczywiscie | 2] = 12.

Gdyby w doéwiadczeniu polegajacym na rzucie dwiema kostkami do gry interesowa-
ty nas suma badz iloczyn liczb oczek wyrzuconych na obu kostkach, to zbior £ bytby od-
powiednio zbiorem {2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} badz zbiorem {1, 2,3,4,5,6,8,
9,10,12,15,16,18,20,24,25, 30, 36}. Zbior zdarzen elementarnych mozna zatem okre-
§li¢ w danym doswiadczeniu na rdzne sposoby. Zaleze¢ to bedzie od aspektu, w jakim
badamy zjawisko. Zazwyczaj za zdarzenia elementarne bedziemy w rozwazanych do-
$wiadczeniach przyjmowac takie ich wyniki, ktore sa w jednakowym stopniu mozliwe (al-
bo inaczej mowigc, jednakowo prawdopodobne). Jak si¢ pozniej przekonamy, bedzie
to najbardziej dogodne dla obliczenia prawdopodobienstwa interesujgcych nas zdarzen.
(Oczywiscie nie zawsze moze si¢ to okaza¢ mozliwe, np. wtedy, gdy bedziemy rzucac nie-
symetryczng moneta lub kostka, czyli z jednej strony obciazona. Jak sobie z tym radzic,
przekonamy si¢ nieco pdzniej). Teraz wroécmy do kolejnych przyktadow doSwiadczen
i opisu zbioru zdarzen elementarnych.

Przyklad 6. Trzej strzelcy oddaja strzaly do jednego celu. Strzat celny kodujmy cyfra 1,
za$ strzal niecelny, zwany pudiem - cyfra 0. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy
w tym doswiadczeniu trojwyrazowy cigg wynikow strzatow oddanych przez strzelcow.
Na przyklad ciag (1,0, 1) czytamy: drugi strzelec spudiowal, dwaj pozostali trafili. Tak
wice w=(k.l.m), gdzie k.l,me{0,1}, za§ Q={w=(k.L.m):k.l.m € {0.1}}. Zatem
|Q|=w,=2"=8.

Przyktad 7. W urnie znajduje si¢ dziewie¢ kul ponumerowanych liczbami od 1 do 9. Wyj-
mujemy kolejno, bez wrzucania z powrotem do urny, trzy kule i zapisujemy ich numery w ko-
lejnosci losowania. Zdarzeniami elementarnymi moga by¢ w tym doSwiadczeniu na przy-
ktad ciagi trojwyrazowe numerdw wylosowanych kul, oczywiScie o réznych wyrazach. Tak
wiec @ = (k,[,m), gdzie k, [,m, sy roznymi liczbami ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zatem
0 jest zbiorem wszystkich takich ciagow, a )Q‘ = V;) = % =7-8-9=504

Przyklad 8. Wypelniamy jedno okienko kuponu Duzego Lotka, skreslajac 6 sposrod wystepu-
jacych tam 49 liczb od 1do 49. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy w opisywanej sytuacji
szeScioelementowy podzbidr zbioru {1, 2,3,..., 49}. Tak wiec w= {ll A0, ls,lé}, gdzie

1€{1,2,...,49}, zasi € {1,2,3,4,5,6}. Wobec tego:

Q={o={I.0,...1 ;e {1.2....49} i€ {1.2.3.45.6}} zaé\.(.zizcjgz(‘?):

m iy = 245,46 4T 4849 _ 3. 44. 464749 = 13983816,

Przykiad 9. W konkursie skokow narciarskich kazdy zawodnik oddaje dwa skoki. Wy-
nik kazdego skoku jest zdarzeniem losowym, poniewaz zalezy od wielu czynnikow cza-
sem trudnych do przewidzenia, na przyklad predkosci wiatru, stanu oSniezenia skoczni,
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

warunkow psychicznych i fizycznych zawodnika, sprzetu itp. Dtugos$¢ skoku jest mierzo-
na z doktadno$cia do 0,5 m. Wiadomo tez, ze na danej skoczni nie da si¢ skoczy¢ dalej
niz 130 m. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy w tym doswiadczeniu na przyktad pa-
re uporzadkowang (a, b), gdzie a oznacza dtugos$¢ pierwszego skoku, za$ b jest diugoscia
drugiego, przy czym a i b moga przybiera¢ wartosci ze zbioru S = {0,%, 1, 1%, 2,...,129,

129 % 130}. OczywiScie, dla uproszczenia rozwazamy wszystkie teoretycznie mozliwe

dlugosci skokow. Tak wigc w=(a,b), gdziea,b € S, a Q= {a): (a,b):a,be S}. Zatem
1Q|=W,, =261"=68121.

261

Pytania i zadania

1. Jak nalezy rozumie¢ pojecie zdarzenia elementarnego?

2. Rzucamy trzy razy monetg. Opisz zbior wszystkich zdarzen elementarnych. Oblicz, ile
ich jest.

3. Rzucamy raz:

a) dwiema nierozr6znialnymi monetami,

b) dwiema nierozrdznialnymi kostkami do gry.

Opisz w kazdym z tych przyktaddw zbidr wszystkich zdarzen elementarnych i wyznacz
ich liczbe.

4. W turnieju szachowym rozgrywanym systemem ,,kazdy z kazdym” biora udziat cztery
osoby: A, B, C, D. Przyjmujemy, ze wynik kazdej partii szachow (wygrana lub przegra-
na —rezultaty remisowe pomijamy) jest zdarzeniem losowym. Opisz zbior zdarzen ele-
mentarnych i wyznacz ich liczbe.

5. Kilasie liczacej 30 ucznidw przydzielono trzy miejsca w wycieczce zagranicznej. Uczniow
wybrano losowo. Opisz zbior zdarzen elementarnych i wyznacz ich liczbe.

6. Do windy na parterze dziesi¢ciopigtrowego bloku wsiada 8 0séb, by wysias¢ z niej
na ktoryms z pigter. Opisz zbidr wszystkich zdarzen elementarnych i wyznacz ich
liczbe.

6. Zdarzenia i dziatania na zdarzeniach

Jak wiadomo, 2 oznacza zbidr wszystkich zdarzen elementarnych w danym doswiad-
czeniu losowym, utozsamianych z wynikami tego do$wiadczenia. Oczywiscie, rozpatruje-
my tylko takie do$wiadczenia, w ktorych zbior Q jest skonczony.

Kazdy podzbior zbioru €2 nazywamy zdarzeniem w tym doswiadczeniu. Zbiory jed-
noelementowe sktadajace si¢ z pojedynczych zdarzen elementarnych sa takze zdarze-
niami.

Zdarzenia bedziemy oznaczac zazwyczaj duzymi literami alfabetu facinskiego: A, B, C, ...
itd. albo jedna takg literg, do ktorej mozna u dotu dopisywac wskazniki, na przyktad A, A,
A,, ...itd. Oto kilka przyktadow:
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6. Zdarzenia i dziatania na zdarzeniach

1. W rzucie kostkg do gry zdarzeniami sg na przykfad zbiory: {a)1 @5, 0 5}, {a)2 NOPNG 6},
{6()1 ,,,0,,0 4}, ktore czytamy odpowiednio: ,,wypadta nieparzysta liczba oczek™, ,,wy-
padta parzysta liczba oczek”, ,,wypadly co najwyzej cztery oczka”.

2. W dwukrotnym rzucie moneta zdarzeniami sa na przyklad zdarzenia:

— ,,za kazdym razem wypadlo to samo”,

- ,,za kazdym razem wypadto co innego”,

- ,,c0 najmniej raz wypadf orzet”,

- ,,c0 najmniej raz wypadfa reszka”,

ktore zapisujemy odpowiednio jako zbiory: {(O, 0),(R, R)}, {(O, R),(R, O)},
{(0.0).(0.R).(R,0)}, {(R.R),(R,0),(O,R)}.

3. Podczas wyjmowania czterech kul z urny zawierajacej trzy kule biate i trzy kule czarne,
moga zaj$¢ zdarzenia: ,,wyjeliSmy po dwie kule tego samego koloru”, ,,wyjeliSmy jedna
kule jednego koloru i trzy pozostale drugiego”. Numerujac te kule b, b,, b,ic, ¢,, ¢, mo-

PU2 73 Pr2 T3
zemy wymienione zdarzenia zapisa¢ odpowiednio jako zbiory:

{bbye 0.} {byoby ey, {b.b,.c, 0. bbby e e, bbby e e},
{bbycre b bycp e b by b e b by byenest),
{bcepesh{byenere by ees e by by by J by by by,
{120y}

Skoro zdarzenia sg zbiorami, mozemy na nich wykonywac wszystkie dzialania zwigza-
ne z rachunkiem zbiorow. Oméwimy je teraz, wprowadzajac terminologi¢ stosowang w ra-
chunku prawdopodobienstwa.

Zapis @ € A oznaczajacy, ze zdarzenie elementarne @ nalezy do zdarzenia (zbioru) A,
bedziemy czyta¢: zdarzenie elementarne @ sprzyja zdarzeniu A. Zatem kazde zdarzenie
jest zbiorem tych zdarzen elementarnych, ktore mu sprzyjaja.

Wérod wszystkich zdarzen w zbiorze 2 warto wyr6zni¢ dwa: podzbior @ zwany zda-
rzeniem niemozliwym, ktoremu nie sprzyja zadne zdarzenie elementarne @ (co zapisze-
my @ & @), i caly zbior Q2 zwany zdarzeniem pewnym, ktoremu sprzyja kazde zdarzenie
elementarne @.

Przy jednokrotnym rzucie kostka do gry zdarzeniem niemozliwym jest: ,,wypadia licz-
ba oczek podzielna przez 77, a zdarzeniem pewnym: ,wypadla liczba oczek nie wigksza
od 6”.

W losowaniu czterech kul z urny zawierajacej trzy kule biale i trzy czarne zdarzeniem
niemozliwym jest: ,,wylosowano kule tylko jednego koloru”, a zdarzeniem pewnym: ,,wy-
losowano co najmniej jedng kule biata”.

Powiemy, ze dwa zdarzenia A i B sg identyczne, co zapisujemy A = B, gdy sprzyjajg im
te same zdarzenia elementarne.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

W doswiadczeniu polegajacym na dwukrotnym rzucie kostka do gry zdarzeniami iden-
tycznymi sa zdarzenia:

A: nie wyrzucono parzystej liczby oczek;

B: iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg nieparzysta.

Mowimy, ze zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B i zapisujemy to: A C B, gdy kaz-
de zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A sprzyja takze zdarzeniu B. Musi zatem
zachodzi¢ warunek: jesli zaszto zdarzenie A, to zajdzie zdarzenie B.

Na przyklad w jednokrotnym rzucie dwiema kostkami do gry zdarzenie: ,,na obu kost-
kach wypadla ta sama liczba oczek” pociaga za soba zdarzenie: ,,suma liczb oczek na obu
kostkach jest liczbg parzysta”.

Koniunkcjg lub iloczynem zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie C, ktore zachodzi wte-
dy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A i zdarzenie B. Zdarzenie elementarne @ sprzy-
ja zdarzeniu C wtedy i tylko wtedy, gdy sprzyja zdarzeniu A i zdarzeniu B. Stad wynika, ze
C=AnB.ZatemweANBe weAN®E B.

Przyklad 1. Rzucamy dwa razy monets. Koniunkcja zdarzen: A —,.co najmniej raz wypadt orzet”
i B—,,conajmniej raz wypadla reszka” jest zdarzenie: ,,za kazdym razem wypadlo co innego”.

Istotnie, poniewaz A = {(O,R),(R,O),(O, O)}, B= {(R,O),(O,R),(R, R)}, wiec:
AnB={(0.R).(R,0)}.

Alternatywa lub sumg zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie C, ktore zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A lub zdarzenie B. Zdarzenie elementarne @ sprzy-
ja zdarzeniu C, gdy sprzyja co najmniej jednemu ze zdarzen A i B. Zatem C =AU B. Tak
wiccweAUBes weAVweB.

Przykiad 2. Alternatywg zdarzen A i B z przykiadu 1. jest zdarzenie pewne, czyli zbior £2.
Przykiad 3. Rzucamy kostka do gry. Alternatywa zdarzen: A — ,,wypadla nieparzysta licz-
ba oczek” i B — ,,wypadla liczba oczek nie wigksza niz 4” jest zdarzenie: ,wypadta liczba
oczek nie wigksza niz 57.

Rzeczywiscie, poniewaz A = {60l , a)3,a)5} 1 B= {a)l,wz,w3,a)4}, wiec:

AuB={w 0, 0, 0, 0}

Roéznicg zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie C, ktore zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B. Zdarzenie elementarne @ sprzyja wigc
zdarzeniu C, gdy sprzyja zdarzeniu A i nie sprzyja zdarzeniu B. Wynika stad, ze C = A\ B.
Zatemwe A\Be 0w AN®E&B.

Przyklad 4. Roznicg zdarzen A i B z przyktadu 1. jest zdarzenie: ,,za kazdym razem wypadt
orzel”, a wigc zbior {(O O)}

Przykiad 5. Roznicg zdarzen A i B z przyktadu 3. jest zdarzenie: ,,wypadla piatka”.
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6. Zdarzenia i dziatania na zdarzeniach

i

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy takie zdarzenie A', ktore zachodzi wte- \
dy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi zdarzenie A. Wobec tego @ € A' & @ & A (zdarzenie ele-
mentarne @ sprzyja zdarzeniu A', gdy nie sprzyja zdarzeniu A). Stad A' = Q\ A.

O

Przyklad 6. W rzucie kostka do gry zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A — ,wypadia pa-
rzysta liczba oczek” jest zdarzenie A'— ,,wypadta nieparzysta liczba oczek”.

Faktycznie, jesli A = {a)z,co4,a)6}, zas: Q= {a)l,a)z,w3,w4,a)5,w6}, to:

NA={w, 0, 0/

Nietrudno spostrzec, ze koniunkcja dowolnego zdarzenia i zdarzenia do niego przeciw-
nego jest zdarzeniem niemozliwym. Dla dowolnego zdarzenia A zachodzi zatem rownosc:
ANA =@.

Pare zdarzef A i B, ktorych koniunkcja jest zdarzeniem niemozliwym, nazywamy para
zdarzen wylaczajacych sie. Tak wicc zdarzenia A i B wylgczaja si¢, gdy AN B = @.
Przyklad 7. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Para zdarzen wytaczajacych si¢ jest w tym
doswiadczeniu na przykiad para zdarzen:

A — co najmniej raz wypadta parzysta liczba oczek;

B —iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg nieparzysta.

Pytania i zadania %“Q
1. Co to jest zdarzenie? Co to jest zdarzenie pewne, a co to jest zdarzenie niemozliwe? -
2. Podaj okreSlenia:

a) koniunkcji zdarzen;

b) alternatywy zdarzen;

¢) roznicy zdarzen;

d) zdarzenia przeciwnego do danego zdarzenia.

Kiedy zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B, a kiedy zdarzenia A i B sa rowne?

Kiedy zdarzenia A i B wylaczaja si¢?

*

. Ile jest zdarzen, ktorym sprzyja co najmniej jedno z n zdarzen elementarnych?

o LB W

Dane sa zdarzenia A i B. Stosujac symbolike dzialan na zdarzeniach, zapisz zdarzenia:
a) zajdzie zdarzenie A i nie zajdzie zdarzenie B;

b) nie zajdzie ktores ze zdarzen A i B;

¢) zajdzie tylko jedno ze zdarzen A i B;

d) nie zajdzie zadne ze zdarzen A i B.

7. Dane sa zdarzenia A, B, C. Stosujac symbolike dzialan na zdarzeniach, zapisz zda-
rzenia:

a) zajda zdarzenia A i B i nie zajdzie zdarzenie C;
b) zajdzie co najmniej jedno ze zdarzen A, BiC;

¢) nie zajdzie co najmniej jedno ze zdarzen A, BiC;
d) zajdzie tylko jedno sposrod zdarzen A, BiC.
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V1. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

8. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjaja-

ce zdarzeniom:

a) suma liczb wyrzuconych oczek jest liczbg pierwsza;

b) co najmniej jedna z liczb wyrzuconych oczek jest liczbg pierwsza;
¢) ani razu nie wypadta liczba oczek wieksza od 4;

d) co najmniej raz wypadia piatka.

9. Rzucamy trzy razy monetg. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom:
a) tylko dwa razy wypadio to samo;

b) za pierwszym i za trzecim razem wypadto co innego;
¢) co najmniej raz wypadt orzel;
d) ani razu nie wypadta reszka.

10. Czterej gracze: A, B, C'i D usiedli do gry w karty. Kazdy z nich ma w reku po 13 kart.

Rozpatrujemy nastepujace zdarzenia:

A, — gracz A otrzymal co najmniej k asow;

B, — gracz B otrzymal co najmniej k asow;

C, — gracz C otrzymal co najmniej k asow;

D, — gracz D otrzymat co najmniej k asow; (k= 1,2,3,4).

Ile asoéw otrzymat gracz A, jesli zaszto zdarzenie:

a)As b)B;NCy; ) BNC,ND; d)B,ND,; e)A\A; f)ANBNC,ND; g) A,NB,?

11.Z urny zawierajgcej kule czarne i biate wylosowano trzy kule. Rozpatrujemy zdarzenia:

A —wylosowano trzy kule biate;

B —wylosowano co najmniej jedng kule bialg;

C — wylosowano co najwyzej jedng kule biatg.

Co oznaczaja zdarzenia:

a)A,B,C'y b)AUB; ¢)BUC; d)ANB; e) BNC?

127", Niech A, B, C beda zdarzeniami w zbiorze . Opisz stowami zdarzenia:
a)[(AUB)N(AUB)|U[(A'UB)N (A UB')|
b)[(AUB)N(A'UB)|U[(AUB')N(A'UB)];
¢)(AUB)N(AUB')N(A'UB)N(A'UB').

1. Pojecie prawdopodobienstwa i jego witasnosci
Przeprowadzajac pojedyncze doswiadczenie losowe, trudno przewidzied, jaki bedzie je-
go wynik. Pewne zdarzenia zachodza w nim czgsciej, inne — rzadziej. Rzucajac dowolnie
wiele razy moneta symetryczng (czyli nieobcigzong z zadnej strony), zauwazymy, ze cze-
stoS¢ wypadania orfa i czesto$¢ wypadania reszki jest w obu wypadkach bliska % Mowimy,
ze zdarzenia te s jednakowo prawdopodobne.

Z kolei, przy wielokrotnym rzucaniu kostka do gry, parzysta liczba oczek wypadnie cze-
sciej niz pigtka lub szostka, tak samo za$ czesto, jak nieparzysta liczba oczek.
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7. Pojecie prawdopodobienistwa i jego wiasnosci

Mozna zatem kazdemu zdarzeniu A przyporzadkowac pewna liczbe P( A ), okreslajaca szan-
se zajécia tego zdarzenia w pojedynczym doswiadczeniu. Liczbe t¢ nazwiemy prawdopo-
dobiefstwem zajécia zdarzenia A w tym do§wiadczeniu. Przyporzadkowanie zdarzeniu A
liczby P( A ) nie moze by¢ zupetnie dowolne. Liczba P( A ) powinna by¢ tak okreslona, aby
w dostatecznie dtugim ciggu powtorzen tego samego doSwiadczenia losowego, przeprowa-
dzanego w tych samych warunkach, cz¢sto$¢ pojawiania sig zdarzenia A zblizala si¢ nicogra-
niczenie do tej liczby.

Przyjrzyjmy si¢ wlasnosciom czestosci zdarzenia, gdyz definicja prawdopodobienstwa po-
winna by¢ z nimi zgodna. Rozwazmy zatem do$wiadczenie, w ktorym zachodzg pewne dwa
wylaczajace si¢ zdarzenia A i B, na przyktad: rzucamy kostka do gry, a zdarzeniami, ktore nas
interesuja, sa: A — ,,wypadla parzysta liczba oczek”; B — ,wypadfa nieparzysta liczba oczek™.
Zatozmy, ze w N powtdrzeniach tego doswiadczenia zdarzenie A zaszlo n , razy, za$ zdarze-

nie B zaszlo n , razy. Wowczas czgstos¢, z jaka zachodzi zdarzenie A w rozwazanym ciggu po-
I L . Ny,
wtorzen danego doswiadczenia, wynosi N

n
(1) x>0
Skoro zdarzenia A i B wylaczaja sie, to zdarzenie A U B pojawia si¢ w naszym ciggu po-

. p P . . L h,t+n
wtorzefi n , + n, razy. Zatem czesto$¢, z jaka zachodzi zdarzenie A U B, wynosi 2 N £ Ale:

. Poniewaz n , > 0, wigc:

n:’\ * HB nA nB . . sz , . ..
(2) N "NtW™ stad wynika, ze czgsto$¢ sumy pary zdarzen wylgczajacych sig jest

rowna sumie ich czgstosci.
Zdarzeniem pewnym w naszym doswiadczeniu jest oczywiscie zbior £2 i zachodzi ono
w kazdym z N powtdrzen tego do§wiadczenia; stad n,= N. Tak wigc:
n L] z 7z . . z
3) WQ =1, co oznacza, ze czesto$¢ zdarzenia pewnego jest rowna L.

Mozemy teraz sformutfowac ogélna definicje prawdopodobienstwa.
Zalozmy, ze Ai B sa zdarzeniami w tym samym zbiorze € zdarzen elementarnych.

(J ezeli kazdemu zdarzeniu A zostanie przyporzadkowana dokladnie jedna liczba rzeczywi—\
sta P(A) spelniajaca warunki:

LP(A)=0,

2.P(AUB)=P(A)+P(B)dlakazdej pary zdarzef wylaczajacych si¢ Ai B,

3.P(R)=1,

to okreslona w ten sposob na zdarzeniach w zbiorze 2 funkcje¢ P nazywamy prawdopodo-

| biefistwem, zas liczbg P (A) prawdopodobienstwem zajicia zdarzenia A.
J

Przyklad 1. Rzucamy raz moneta symetryczna. W do§wiadczeniu tym: Q= {a) 0Dy }, a zda-
rzeniami sg: @, {a) 0}, {a)R}, . Na zdarzeniach tych okre§lamy funkcje¢ P nastepujaco:

P(@)=0. P({w,}) =1, P(lo})=3 P(2)=1
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja ta spelnia wszystkie trzy warunki podanej definicji,
jest wiec prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach w zbiorze Q.

Oczywiscie, gdybySmy na tych samych zdarzeniach okreslili inng funkcje P, na przyklad ta-
ka, ze: P (@) =0, Pl<{a)0}> = %, P[<{a)R}) = %, P,(£2) = 1, wowczas bylaby ona takze praw-
dopodobienstwem (sprawdz, czy bylyby spetnione warunki 1-3 definicji prawdopodobienstwa).

Widzimy wigc, ze definicja prawdopodobiefistwa nie narzuca wartosci liczbowych przy-
porzadkowanych zdarzeniom jako ich prawdopodobienstwa. Istotne jest, aby byty one w zgo-
dzie z trzema podanymi warunkami definicji prawdopodobienstwa. Teoretycznie nie jest waz-

ne, czy w rzucie monetg orzel wypada z prawdopodobiefistwem % czy tez na przyktad l,

byleby prawdopodobienstwo wypadnigcia reszki byto wtedy rowne odpowiednio % lub % (ten
drugi wynik mogtby si¢ zdarzy¢, gdyby$my rzucali moneta obcigzona z jednej strony).

Rzucajac monetg symetryczna, przyjmujemy oczywiscie wypadniecie orfa i reszki z tym
samym prawdopodobienstwem réwnym % Gdy zas$ moneta nie jest symetryczna i czgstoS¢
wypadnigcia orfa oscyluje wokot pewnej liczby p, rozsadnie jest przyjac, ze prawdopodo-
bienstwo zajscia tego zdarzenia jest rowne p.

Wtasnosci prawdopodobienstwa

Przyjrzyjmy si¢ teraz wlasnoSciom prawdopodobienstwa, ktore wynikaja z jego przyje-
tej ogolnej definicji. Sformutujmy je w postaci kilku twierdzef.

Niech 2 bedzie ustalonym zbiorem zdarzen elementarnych, za$ P — prawdopodobien-
stwem okreSlonym na zdarzeniach w tym zbiorze.

Twierdzenie 1.
Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0, czyli P(@) =0.

(J Dowdd. Dla dowolnego zdarzenia A C 2 mamy réwnosci:
AU@=AorazAN@=0.
Zatem na mocy warunku (2) definicji prawdopodobienstwa:

P(A)=P(Au@)=P(A)+P(2),skad P(2)=0.0

Ryc. 6.3.

Twierdzenie 2.
Jezeli A1 B sg zdarzeniami w zbiorze £2 i zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B, to
P(A)<P(B).

U Dowod. Poniewaz A C B, wiec B=AU(B\ A) (ryc. 6.3).

Oczywiscie zdarzenia A i B\ A wylaczaja sie. Zatem na mocy warunku (2) definicji praw-
dopodobiefistwa: P(B)=P(AU(B\A))=P(A)+P(B\A).

Z kolei na mocy warunku (1) wspomnianej definicji: P (B\A) > (0. Wobec tego
P(B)>P(A).U
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7. Pojecie prawdopodobienistwa i jego wtasnosci

Twierdzenie 3.
Prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen jest rowne sumie prawdopodobiefistw tych
zdarzen pomniejszonej o prawdopodobiefistwo ich koniunkcji:

ABcQ = P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

(J Dowod. Dla dowolnych zdarzen A i B zachodzg réwnosci:

AUB=AU(B\A),

B=(ANB)U(B\A) (ryc. 6.4).

Poniewaz zdarzenia A i B\ A oraz AN B i B\ A wylaczaja sie,
wigc w mysl warunku (2) definicji prawdopodobienstwa mamy
rOWnosci:

P(AUB)=P(A)+P(B\A),

P(B)=P(ANB)+P(B\A),

z ktorych, po wyznaczeniu P(B\A) z drugiej rownosci i podstawieniu wyniku do pierwszej,

otrzymujemy dowodzong réownos¢. [J

Twierdzenie 4.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A' przeciwnego do A w zbiorze 2 rowne jest roznicy
liczby 11 prawdopodobieristwa zdarzenia A, a wiec P(A') =1~ P(A).

O Dowod. Poniewaz ANA'=@ i AUA'=Q, wiec P(AUA')=P(A)+P(A') oraz
P(AUA")=P(Q)=1Stad P(A)+P(A")=1 iostatecznie P(A')=1-P(A).

Pytania i zadania %\%
1. Co to jest czestoS¢ zdarzenia i jakie ma ona wlasnosci? /
2. Podaj og6lna definicje prawdopodobienstwa.
3. Czy definicja prawdopodobienstwa okreSla jednoznacznie prawdopodobienstwo po-
szczegOlnych zdarzen w danej przestrzeni 2 zdarzen elementarnych?
4. Tle wynosi prawdopodobienstwo zdarzenia:
a) pewnego,
b) niemozliwego?
5. Podaj wzor na prawdopodobienstwo sumy dowolnej pary zdarzen A1 B w tym samym
zbiorze €.
Jaka zalezno$¢ zachodzi migdzy prawdopodobienstwami zdarzen Ai B, gdy A C B?

Uzasadnij, ze dla kazdego zdarzenia A zachodzi nierowno$¢ P(A) < 1.
Udowodnij, ze jezeli A C B C 2,t0 P(B\A)=P(B)-P(A).

Wykaz, ze dla dowolnych zdarzen A i B w tym samym zbiorze 2 zachodzi nieréwnosc¢

e

P(AUB) < P(A)+ P(B)oraz rozstrzygnij, kiedy w opisanym zbiorze zachodzi rownosc.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

10.Zdarzenia A i B w pewnym zbiorze 2 spelniaja warunki: P(A')z%, P(B‘):%,
P(ANB)=1. Oblicz:
a) P(AUBY); b) P(A'UB'); ) P(A'NB).

I1.Niech A i B beda takimi zdarzeniami w zbiorze Q. ze P(A)=1y, P(B)=14.
P(ANB)= % Wyznacz:
a) P(AUB); b) P(A'NB); ) P(A'UB").

12.W pewnym zbiorze Q sa dane dwa zdarzenia A i B takie, ze P(A) = %, P(B)= % Czy
zdarzenia te moga si¢ wyltaczyc?
13. Wykaz, ze jezeli P(A)+P(B)>1,to ANB# @.
14. Udowodnij, ze jezeli P(A) + P(B) =0, to P(AUB) = 0.
15. Udowodnij, ze jezeli P(A)=11i P(B)=1,to P(ANB)=1
16". Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen A i B w tym samym zbiorze (2 zachodzi rownos¢:
P(A)+P(A'NB)=P(B)+P(B'NA).
17". Udowodnij, ze dla dowolnych zdarzen A, B, C w tym samym zbiorze 2 zachodzi réwnoS¢:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(ANC)+P(ANBNC)
18"". Niech A, B, C bedg takimi zdarzeniami w tym samym zbiorze 2, ze:
(1) AUBUC=£,
(2)P(B)=2P(A), P(C)=3P(A),
(3)P(ANB)=P(ANC)=P(BNC).
Wykaz, ze + < P(A) < 1.

8. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Wiemy juz, ze jezeli A i B sg zdarzeniami w tym samym zbiorze (2 zdarzen elementar-
nych i wyltaczaja si¢, to prawdopodobienstwo ich sumy jest rowne sumie ich prawdopodo-
biefistw, a wigc P(AUB)=P(A) + P(B).

Zachodzi twierdzenie ogdlniejsze, a mianowicie:

Twierdzenie 1.
(n > 2) s zdarzeniami w tym samym zbiorze 2 i parami wylgczaja

n

Jezelid 4. 2\
sie (to znaczy: kazde dwa z nich si¢ wylaczaja), to prawdopodobienstwo sumy tych zdarzen
jest rowne sumie ich prawdopodobienstw, czyli:

P(AUAU...UA )=P(A)+P(A,)+...+P(A,)

(J "Dowod. Bedzie to dowdd indukeyjny wzgledem n. Dla n = 2 twierdzenie to jest praw-
dziwe na mocy warunku 2. og6lnej definicji prawdopodobienstwa.
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8. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnejn > 2, jesli twierdzenie to zachodzi dla do-
wolnych n zdarzen parami wytaczajacych sig, to zachodzi takze dla dowolnych n + 1 zdarzen
parami si¢ wylaczajacych. Niech wiec A, A,,..., A A bedg zdarzeniami, z ktorych kazde
dwa si¢ wylaczaja, czyli AN A = @ dla kazdych, j takich, zei,j=1,2,...,n,n+ lorazi # .

Wowczas, korzystajac z tego, ze zdarzenia A UA,U...UA 1A _ wylaczaja si¢ (bo
(AJUA,U...UA )NA,  =(ANA_, )U(ANA, )U...U(ANA,  )=0), oraz z zalo-

n+l" n+1 n+l

zenia indukeyjnego, otrzymujemy:
P(AJUAU...UA UA , )=P((AUAU...UA JUA )=
=P(AUAU...UA )+P(A,, )=P(A)+P(A)+...+P(A)+P(A,,)

Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwo$¢ naszego twierdzenia dla
kazdej liczby naturalnej n > 2. [J

Twierdzenie to pozwala oblicza¢ prawdopodobienstwa pewnych zdarzen ztozonych, jesli
znamy prawdopodobienstwa zdarzen prostszych, a w szczegolnosci, gdy znamy prawdopo-
dobienstwa zdarzen jednoelementowych.

Istotnie, kazde zdarzenie A w zbiorze:
Q= {60l L@, ..., a)N}, a wiec podzbior A = {a)l.I WO, a)f,,}’ gdzie:

{il,iz, e i”} C {1, 2, ...,N}, mozemy zapisac jako sume:

a-{o,}ufo,}u...v]o}

Poniewaz kazde dwa zdarzenia sposrdd zdarzen {a) }, {wiz}’ oo {a)i } sie wylaczaja, to

na mocy udowodnionego twierdzenia otrzymujemy r[ci)wnoéé:
(1) P(A)= P({a)il} U {a)iz} U...U {a),}> = P({a)il}> +P<{a)iz}) +..+ P<{a)i”}>.
Przyjmujac oznaczenie:
(*) P({a)l}> =p,dlai=1,2,...,N, rdwnos&¢ (1) mozemy przepisaC rOwnowaznie:
(2) P(A) =p,tp, T tp,.
Aby wiec obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A, wystarczy zna¢ prawdopodobien-

stwa zdarzen jednoelementowych. Prawdopodobienstwa te nie moga by¢ dowolnymi licz-
bami. Precyzuje to kolejne twierdzenie.

e

Twierdzenie 2.

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A w zbiorze £2 mozemy oblicza¢ ze wzoru (2)
wtedy i tylko wtedy, gdy liczby p,, p., ..., p, okreslone wzorem (x) spetniajg warunki:
L.p=20, =12, N

2Dy Ds s TP

(J" Dowod. Zatozmy, ze wzor (2) okresla prawdopodobienistwo zdarzen w zbiorze £2. Wow-
czas nieujemnos¢ liczb p . p,, ..., p, wynika z warunku 1. ogolne;j definicji prawdopodobien-
stwa. Z kolei na mocy warunku 2. tej definicji mamy réwnosS¢ p,+p,+...+p, =1,
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ey Q={w,. 0,,...0,}={o }v{w,}u.. u{w,} wic:

=P({w })+P({w,})+...+P({w,})=p+p,+ ... +p,

Zat6zmy teraz, ze liczby p,,p,, ..., p, spelniaja obydwa podane w twierdzeniu warunki.
Trzeba wykazad, ze wzor (2) okresla pewne prawdopodobienstwo zdarzen w zbiorze £2, czy-
li zachodza trzy warunki ogoélnej definicji prawdopodobienstwa.

Skoro jest spetniony warunek 1. , to dla dowolnego zdarzenia A C Q jest P(A) > 0, za$
zwarunku 2. wynika, ze P(2)= 1.

Pozostaje udowodnié, ze dla kazdej pary zdarzen A, B C £ i wylaczajacych si¢ zacho-
dzi rownosé P(AUB)=P(A)+P(B). Istotnie, jesli A={w, @, ... 0 | ora
B={w, 0 ..o tiAnB=ontm<N, 0 AVB={0, 0 . 0 0, . .0,
Wobec tego ze wzoru (2):

P(AUB) =p,tptHp Hp, D D, =

:(pl.l+pil+ +p1.”) + (pj]+pj2+ +ij> =P(A)+P(B).0J

Z powyzszych rozwazan wynika definicja:

<
Prawdopodobienstwem dowolnego zdarzenia A w danym zbiorze €2 zdarzen elemen-

tarnych jest suma prawdopodobienstw wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych
temu zdarzeniu. Jezeli zdarzeniu A sprzyja tylko jedno zdarzenie elementarne, to praw-
dopodobienstwem zdarzenia A jest prawdopodobienstwo tego zdarzenia elementarne-
go. Jezeli zdarzenie A jest niemozliwe, to prawdopodobienstwo zdarzenia A jest row-
ne zeru.

J

Przyktad 1. Rzucamy cztery razy pewng niesymetryczng moneta. Za zdarzenie elementar-
ne przyjmijmy liczbe wyrzuconych orféw. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wyrzucimy
parzysta liczbe ortow.
Rozwiazanie:

Zbiorem zdarzen elementarnych jest tutaj zbior Q2= {0, 1,2,3, 4}. Prawdopodobien-
stwo P zdarzen w tym zbiorze okreSlamy nast@puj aco:

P{0}) =1 P({1}) =15 P({2})= P(13})= 1% P({4})=1&

Zdarzeniem, ktorego prawdopodobiefistwo mamy obliczy¢, jest zbidr A = {O, 2,4}.
Zatem:

1 _8 _1
P(4)=P({0})+P({2})+P({4}) =g + {5 + 16 = 16 = 3
Przyklad 2. Rzucamy raz dwiema kostkami do gry. Za zdarzenie elementarne przyjmijmy

sumg liczb wyrzuconych oczek na obu kostkach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wy-
rzucona suma oczek okaze si¢ liczbg pierwsza.
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Rozwigzanie:
Zbiorem zdarzeh elementarnych jest tutaj zbior 2=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.
Prawdopodobienistwo P zdarzen w tym zbiorze okreSlamy nastgpujgco:

P({2})=P({12}) =55 P({3})=P({11})= 55,
P({4})= <{1o}>——% P({5})=P({9})= 36
P({6})=P({8})=35 PUT}) =%

Wszystkie przyporzadkowane zdarzeniom elementarnym liczby sa dodatnie i suma ich
wynosi 1. Zdarzeniem, ktorego prawdopodobiefistwo mamy obliczy¢, jest zbior

A:{Z 3,5,7,11}. Zatem:

(=P () = (5] 7)) 01
1,2 6 .2 _15_5
35+t 36 367361 363612
Klasyczna definicja prawdopodobienistwa

Przyjmijmy, ze w zbiorze N zdarzen elementarnych Q= {a)l,a)z, ey a)N} wszystkie
zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne, czyli ich prawdopodobien-
stwa sg rOwne (a wigc rowne %, gdyz p,=p,=...=pyip+p,+..+p,=1). Wowczas
prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia A, ktéremu sprzyja n zdarzen elementarnych,
jest rowne %

Prawdziwe jest zatem nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie
Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A w zbiorze 2 zdarzen elementarnych jed-
nakowo prawdopodobnych jest rowne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjaja-
cych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych w zbiorze Q.

Twierdzenie to nosi nazwe¢ klasycznej definicji prawdopodobienstwa.
Przyktad 1. Rzucamy raz kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby
oczek nie wigkszej niz 4.
Rozwigzanie:

Wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych jest tutaj 6, s3 one jednakowo prawdo-
podobne, a zdarzeniu, ktérego prawdopodobiefistwo mamy obliczyc¢, sprzyjaja 4 zdarze-

nia elementarne. Zatem poszukiwane prawdopodobiefistwo, na mocy klasycznej definicji

prawdopodobienstwa, wynosi % = %

Przyklad 2. Z urny zawierajacej pig¢ kul bialych i siedem czarnych wyjmujemy losowo jed-
na kule. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze bedzie to kula biata, jesli zaktadamy, ze
kazda kule wyjmujemy z tym samym prawdopodobiefistwem?
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Rozwigzanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj losowo wyjeta kula. Zatem wszystkich zdarzen elemen-
tarnych mamy 12. Wsrdd nich 5 sprzyja zdarzeniu, ktérego prawdopodobiefstwa poszukujemy.
Korzystajac z definicji klasycznej, mozemy obliczy¢, ze prawdopodobienstwo to wynosi %
Przyklad 3. Z talii 52 kart wyciggamy losowo jedng karte. Zaktadajac, ze wyciagnigcie kaz-
dej karty z tej talii jest jednakowo prawdopodobne, oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania figury (waleta, damy lub krola).

Rozwiazanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj losowo wyciagnigta karta, dlatego wszystkich zda-
rzen elementarnych mamy 52 (tyle, ile kart w talii). Zdarzeniu, ktorego prawdopodobien-
stwo chcemy obliczyc¢, sprzyja 12 zdarzen elementarnych (tyle bowiem jest figur w zwyklej

talii: po cztery walety, damy i krole). Zatem, na mocy klasycznej definicji prawdopodobien-

stwa, poszukiwane prawdopodobienstwo wynosi % = %

Pytania i zadania

1. Jak obliczamy prawdopodobiefnstwo dowolnego zdarzenia w skonczonym zbiorze Q2
zdarzen elementarnych?

2. Jak brzmi klasyczna definicja prawdopodobienstwa?

3. Rzucamy dwukrotnie kostka do gry. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy iloczyn
liczb wyrzuconych oczek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn ten jest liczba niepa-
rZysta.

4. Rzucamy trzy razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze orzet wy-
padnie co najwyzej dwa razy.

5. Ztalii 52 kart wyciggamy losowo jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowa-
nia karty koloru pik.

6. Sposrod cyfr1, 2, 3,4, 5 wybieramy jedna, a nastepnie z pozostatych czterech jeszcze jed-
na. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze cyfre parzysta wybierzemy:

a) za pierwszym razem,
b) za drugim razem,
c) za pierwszym i za drugim razem.

7. Z talii 52 kart wyciggamy losowo jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest
ona asem lub pikiem.

8. Z urny zawierajacej pie¢ kul czarnych i dziesi¢¢ biatych losujemy jedna kule. Jesli wy-
ciggniecie kazdej kuli jest jednakowo prawdopodobne, to jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze bedzie to kula:

a) czarna, b) biata?

(9. Pan Kowalski ma dwoje dzieci. Co najmniej jedno jest chfopcem. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze sg to dwaj chtopcy?

10. Pani Nowak ma dwoje dzieci. Starsze jest dziewczynka. Jakie jest prawdopodobienstwo,

ze sg to dwie dziewczynki?
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9. Zastosowanie klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Obecnie zajmiemy si¢ przyktadami zastosowan poznanych wiasnosci prawdopodobien-
stwa, wzoroéw kombinatorycznych i klasycznej definicji prawdopodobienstwa do oblicza-
nia prawdopodobienistwa zdarzen. We wszystkich rozwazanych przyktadach bgdziemy przyj-
mowac¢ zdarzenia elementarne za jednakowo prawdopodobne.

Przyklad 1. Rzucamy trzy razy symetryczna moneta. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze
cho¢ raz wypadnie orzet?
Rozwiazanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj trojwyrazowy ciag wynikow poszczegolnych rzu-
tow: @ = (ml Sy, m,y ), gdzie m, jest wynikiem i-tego rzutu, ktorym oczywiscie moze by¢ orzel
lub reszka (i = 1,2, 3), czyli trojwyrazowa wariacja z powtorzeniami zbioru {O, R}. Zatem:

Q=lw=(m.m,.m,) me{OR}, i=1,2,3} wiec|@|=W,=2"

Niech A bedzie zdarzeniem, ze co najmniej raz wypadl orzel. Wobec tego zdarzenie A'
— przeciwne do zdarzenia A - jest zdarzeniem, Ze ani razu nie wypadf orzet. Zdarzeniu A'

sprzyja tylko jedno zdarzenie elementarne: @ = (R,R,R ). Stad P(A') = % i wobec tego szu-

kane prawdopodobienstwo: P(A)=1-P(A") =1~ % = %

Przykiad 2. Rzucamy cztery razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze
cho¢ raz wypadna co najmniej trzy oczka?
Rozwigzanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj czterowyrazowy ciag o wyrazach ze zbioru
{1, 2,3,4, 5,6}, W= (kl,kz,k3,k4), gdzie k, jest wynikiem i-tego rzutu (i =1,2,3, 4), czyli
zdarzeniem elementarnym jest czterowyrazowa wariacja z powtorzeniami zbioru szescio-

clementowego. Tak wige Q={w=(k.k,.k k) k€ {1,2,3,4,5.6} ic{1,2,3,4}]
i|Q=w'=6"

Niech A bedzie zdarzeniem, o ktorym mowa w zadaniu. Rozpatrzmy jeszcze zdarzenie
przeciwne do zdarzenia A, czyli zdarzenie:

A'": ,za kazdym razem wypadna co najwyzej dwa oczka”.

Zdarzeniu A'sprzyjaja wszystkie te ciagi czterowyrazowe, ktorych wyrazami sa liczby ze
zbioru {1, 2}, a wiec czterowyrazowe wariacje z powtorzeniami zbioru dwuelementowego.

Zatem:

A =Lo=(k .k, k k) ke {1,2), i€ {1,2,3,4} }i oczywiscie| A'| = W, = 2. Wobec

y _ noq AT et 1y 80
tego szukane prawdopodobiefistwo P(A)=1-P(A')=1~ @ =1- Pl 1- <§> =37

. Al _4* _(a\'_(2)\_16
Wobec tego szukane prawdopodobienstwo P(A) = @ P (5) = <§> =37
Przyklad 3. Rzucamy piec razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w kaz-
dym rzucie wypadnie: a) inna liczba oczek, b) ta sama liczba oczek.
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Rozwiazanie:
Zdarzeniem elementarnym jest tutaj kazdy pieciowyrazowy cigg o wyrazach ze zbioru sze-
Scioelementowego {1 2,3,4,5, 6} czyli pigciowyrazowa wariacja z powtorzeniami tego zbio-

ru. Zatem Q= { = (k. ky kg k k)ke{l23456}16{12345}}1oczyw1501e

27 '% b 4 b 5
‘ Q‘ = W(f =6’ (tyle, ile jest wszystkich pigciowyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru sze-
Scioelementowego).

a) Niech A bedzie takim zdarzeniem, ze w kazdym rzucie wypadnie inna liczba oczek. Zdarzeniu
A sprzyja wigc kazda pigciowyrazowa wariacja bez powtorzen zbioru szeScioelementowego.

Stad ‘A‘ = VGS: (6 E!S) = ?— =6!. Znajac ‘A‘ ‘.Q| mozemy skorzystac z klasycznej de-
finicji prawdopodobienstwa:

Al _et_st_ s
P =g =25y

b) Niech Bbedzie takim zdarzeniem, ze w kazdym rzucie wypadnie ta sama liczba oczek, co zapisze-
my: B={(1.1.1,1,1),(2,2,2,2,2).(3.3,3,3,3).(4.4,4.4,4),(5,5.5.5,5),(6,6,6,6, 6)}
Stad wynika, ze | B| = 6 i mozemy zastosowac klasyczna definicje prawdopodobiefistwa:

B
5)-Ig = &= k=g
Przykiad 4. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze skreslajac w jednym okienku kuponu Du-
zego Lotka 6 liczb sposrod 49, poprawnie wytypujemy w najblizszym losowaniu tej gry:
a) ,,szostke”, b) ,,piatke”, ¢) ,,czworke”, d) ,,trojke”.
Rozwigzanie:

W kazdym losowaniu tej gry wybiera si¢ 6 sposrod 49 liczb i kazdy zbidr 6 sposrod tych 49
liczb moze by¢ wylosowany. Zdarzeniem elementarnym jest wigc tutaj szeScioelementowy pod-
zbior (szeScioelementowa kombinacja) zbioru 49-elementowego. Mozemy wiec zapisaé, ze: —

Q={w={1,,0,,1,,1,,1;,1.}; L,E{1,2,3,....49}, i € {1,2,3,4,5.6}}
i|Q|=c’ (469) 13983816,

a) Niech A bedzie zdarzeniem, ze trafiliSmy ,,sz0stke”. Zdarzeniu temu sprzyja tylko jedno zda-
rzenie elementarne (gdy skreSlone przez nas liczby zostang wybrane w najblizszym losowaniu):

|A‘ = 1. Teraz mozemy obliczy¢ prawdopodobienistwa trafienia ,,sz0stki”:

Al

P(A)=
b) Oznaczmy przez B takie zdarzenie, ze trafiliSmy ,,pigtke”. Zdarzeniu temu sprzyjaja te sze-
Scioelementowe kombinacje, w ktorych znajdzie si¢ 5 sposrod wytypowanych w najblizszym
losowaniu 6 liczb i jedna — spoza tej szostki. Tych 5 wlasciwie przez nas wybranych liczb

mozemy skresli¢ na C; = (g) = 6 sposobow, a t¢ jedng — na Cif (413) =43 sposoby.
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Obliczamy na podstawie tych danych, ze |B|= 6 - 43 = 258 i prawdopodobienstwo tra-

1Bl 2s8
Q| 13983816

¢) Niech C oznacza takie zdarzenie, ze trafiliSmy ,,czworke”. Analogicznie do poprzedniego
przypadku oznacza to wlasciwe wytypowanie 4 sposrod 6 skreSlonych liczb. Pozostate
2 skreslone liczby nalezg do 43 niewylosowanych liczb. Zatem:

fienia ,,pigtki” P(B) ~ 0,00002.

o (6) (43)_ . €] 13545
;c|c6-c43_<4)-( 5 >7 13545 1 P(C)= {1 = Tasgagrg = 0-00096862

d) Niech D bedzie takim zdarzeniem, ze trafiliSmy ,,trojke”. Zdarzeniu temu sprzyjajg te sze-
Scioelementowe kombinacje zbioru {1,2, ..., 49}, ktore zawieraja 3 sposrod 6 liczb, kto-
re zostaly wylosowane i 3 spo$rod 43 niewylosowanych liczb. Zatem:

s (6) (43)_ . D] 246820
|D|_c6-c43_(3)~< : );246820 i P(D)—@—m ~ 0,018,

Przyktad 5. Do windy na parterze dziesigciopigtrowego wiezowca wsiadfo 6 osob. Wyznacz
prawdopodobienstwo tego, ze kazda z nich wysiadzie na innym pigtrze.
Rozwiazanie:

Ponumerujmy osoby w windzie liczbami od 1do 6, a pigtra oznaczmy przez p,,p,, ..., P,,-
Przyporzadkujmy kazdej z 0s6b pietro, na ktorym ma ona zamiar wysigsc. Wtedy bedzie-
my mogli rozktad wysiadan jadacych winda osob utozsami¢ z szeSciowyrazowym ciggiem
o wyrazach (niekoniecznie rdznych) ze zbioru {171 Dy .,pm}. Na przyktad ciag:
(pl DD DD, ,pl) oznacza, ze wszystkie osoby wysiadly na pierwszym pietrze, a ciag
( P2 PysPsysPysDss P ()) — ze wysiadly na pierwszych szesciu pigtrach. Kazdy rozklad wysiadan
tych 0sob, a wiec odpowiadajacy mu sze$ciowyrazowy ciag o wyrazach (niekoniecznie roz-
nych) ze zbioru dziesiecioelementowego {p] Dys D, 0}, to oczywiscie zdarzenie elemen-
tarne. Zatem wszystkich zdarzen elementarnych mamy tutaj tyle, ile wszystkich szeSciowy-
razowych wariacji z powtorzeniami zbioru dziesiecioelementowego. Tak wiec:

Q=W =10".

Niech A bedzie takim zdarzeniem, ze wszystkie jadace ta winda osoby wysiada na roznych pie-
trach. Zdarzeniu A sprzyjaja rozktady wysiadan odpowiadajace szeSciowyrazowym ciggom o roznych
wyrazach ze zbioru { 12209 N }, czyli szesciowyrazowym wariacjom bez powtorzen tego zbio-

6_
10~

ru. Po obliczeniu|A| = V 14—0,' =5-6-7-8-9- 10 mozemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo:

P(A)= % =26 71'086' 9-10 _ 15
Przyklad 6. Sposrod wierzchotkow szescianu wybieramy losowo 3 wierzchotki. Oblicz praw-
dopodobienistwo tego, ze wybrane 3 wierzcholki wyznaczaja trojkat rownoboczny.
Rozwigzanie:

Za zdarzenie elementarne przyjmujemy kazdy trojelementowy podzbior zbioru 8 wierz-

chotkow szedcianu. Zdarzen elementarnych jest wigc C ; - ( g) =56 (tyle, ile trojelemento-
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wych kombinacji zbioru o§mioelementowego). Zatem }Q[ =56. !

Niech A bedzie zdarzeniem, ktérego prawdopodobienstwo mamy ‘ \
obliczy¢. Wybrane 3 wierzchotki szeScianu wyznaczaja trojkat row-
noboczny, gdy zadnych dwoch z nich nie taczy krawedz (ryc. 6.5).

Trojek takich jest tyle, ile wierzchotkow szescianu: |A| =8. Wo-

bec tego P(A) = % = % Ryc. 6.5.

Przyklad 7. Na potce ustawiono 10 ksiazek w sposdb losowy. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze wybrane 3 z nich znajda si¢ obok siebie.
Rozwigzanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj kazde ustawienie 10 ksiazek na p6tce, czyli dowol-
na permutacja zbioru dziesi¢cioelementowego. Wszystkich zdarzen jest wigc 10! (tyle, ile
jest permutacji tego zbioru). Niech A bedzie interesujacym nas zdarzeniem, ze wybrane 3
ksigzki stojg obok siebie. Obliczmy, ile zdarzen elementarnych sprzyja temu zdarzeniu. Wy-
brane 3 ksigzki moga sta¢ obok siebie na 3! sposobow i zajmowac przy tym miejsca 1, 2, 3
lub 2,3, 4itd. az do 8, 9, 10 (mozliwosci tych jest 8). Pozostatych 7 ksigzek ustawiamy do-
wolnie na 7! sposobow. Wobec tego wszystkich ustawien ksiazek takich, aby spetniony byt
warunek zadania, jest 3!- 8- 7! = 3! - 8. Tyle wiec zdarzen elementarnych sprzyja zdarze-

niu A. Zatem: P(A) = 310'8’ = ﬁ = %

Przyklad 8°. Ze zbioru {1, 2,3,....2n—1, 2n} losujemy dwukrotnie ze zwracaniem po jed-

nej liczbie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze iloraz pierwszej wylosowanej liczby przez
drugg jest liczba z przedziatu (1; 2>.
Rozwigzanie:

Zdarzeniem elementarnym jest tutaj para liczb (l, m) —niekoniecznie r6znych, ze zbio-
ru {1, 2,3,....2n-1, Zn}, czyli dwuwyrazowa wariacja z powtorzeniami tego zbioru. Za-
tem Q={w=(Lm). Lme {1,2,3,....2n~ 1,20} }i|Q|= W} = (2n) = 4n’.

Niech A bedzie zdarzeniem, ktérego prawdopodobiefistwo mamy wyznaczy¢:

A= {a): (Lm); lbme{1,2,3,....2n—1, 2n} i 7% IS (1;2>}. Obliczmy, ile zdarzen ele-
mentarnych sprzyja zdarzeniu A.

Utamek % S (1; 2>, gdy m jest jedna z liczb ze zbioru {1, 2,....2n— 1}, zaSm<I1<2m.
Jesli me {1, 2,3,..., n}, to [ moze byc¢ ktorgkolwiek z m liczb ze zbioru
{m+1m+2,.., 2m}. Gdyzasm € {n+1n+2,....2n — 1}, wtedy zawsze 2m > 2n i licz-
ba [ moze by¢ ktorakolwiek z 2 n — m liczb ze zbioru {m +1,m+2,..., 2n}. Tak wiec:

Al=(1+2+. . +n)+(n=1+n-2+n-3+...+2+1)=

+1 -1 2
o (n2 ) 4 (n2 ) =n’ i poszukiwane prawdopodobiefistwo P(A)= 4nn2 = %

Przyktad 9. W turnieju szachowym uczestniczy 20 zawodnikow rozdzielonych losowo
na dwie grupy po 10 oséb. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
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9. Zastosowanie klasycznej definicji prawdopodobienstwa

a) dwoch najlepszych zawodnikow bedzie gra¢ w roznych grupach;
b) czterech najlepszych zawodnikow zagra po dwoch w roznych grupach.
Rozwigzanie:
Zdarzeniem elementarnym jest tutaj kazdy podzial uczestnikow turnieju na dwie row-
noliczne grupy, a tych podzialow — zdarzen elementarnych — jest tyle, ile mozliwych wybo-

row 10 sposrod 20 osob, czyli | 2| = Cho= (%8)

20

a) Niech A bedzie takim zdarzeniem, ze dwoch najlepszych zawodnikow zagra w roznych
grupach. Obliczmy, ile zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu A.
Podziatu dokonujemy nast¢pujgco: wylaczamy dwoch najlepszych i dokonujemy podzia-
tu pozostalych 18 zawodnikow na dwie rownoliczne grupy, a nastgpnie dofaczamy do kaz-
dej z nich po jednym z tych dwoch najlepszych zawodnikéw. Zdarzeniu A sprzyja wigc

(198> : (%) zdarzen elementarnych, poszukiwane wiec prawdopodobienstwo:
(9) (7
9/ \1
1
P(A)=—F=—+=
10

b) Niech B bedzie takim zdarzeniem, ze czterech najlepszych zawodnikow zagra po dwoch

els

w roznych grupach. Dwoch zawodnikow sposrod czterech wybieramy na (3) Sposobow,
a podziatu 16 zawodnikow na dwie réwnoliczne grupy dokonujemy na (186 ) Sposobow.

Zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B jest zatem (‘21) : (186 ), poszukiwane

2)(¥)
2)\8) 135
20 323"
i)
Przyklad 10°. W pewnym turnieju szachowym bierze udzial 8 seniorow, 6 juniorow i 2 mio-
dzikow. Kazdy z uczestnikoéw ma rozegrac jeden mecz, a pary zawodnikow grajgcych ze so-

ba ustalono drogg losowania. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze we wszystkich meczach
spotkaja si¢ zawodnicy tej samej kategorii wiekowe;.

wiec prawdopodobiefistwo P(B) =

Rozwiazanie:
Za zdarzenie elementarne przyjmujemy dowolny podziat 16 zawodnikdw na pary roz-
grywajace ze sobg mecz. Kazdemu takiemu podzialowi odpowiada podziaf zbioru 16-¢le-
mentowego na roztaczne zbiory dwuelementowe. Tych podziaiow jest:
16.14_12.10V8.'6'4,2
2 2 2 2 2/ \2) (2] \2 '
‘ __le!
8! 812"

Niech A bedzie takim zdarzeniem, ze we wszystkich meczach spotkaja si¢ zawodnicy tej
samej kategorii wickowej. Zdarzeniu A sprzyjaja te podzialy 16 zawodnikow na roztaczne pa-
ry rozgrywajace ze soba mecz, ktére obejmuja podzialy na takie pary w obrebie kazdej z grup
wiekowych.

267



VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

8\ [6) [4) (2
. . . 2/\2)\2)\2 ]! o
SenioroOw mozna podzieli¢ na pary na a0 = " '24 sposobow, juniorow

R,

31 = 3 '23 sposobow, a mtodzikow na I sposob, wiec zdarzen sprzyjajacych

zdarzeniu A jest:

|A]= 8! - 6! = 8! 6! .
41-2"° 31-2 31-41-2
Mozemy zatem obliczy¢ poszukiwane prawdopodobienstwo:
86!
_3t4127 86l 812 g
P ="H6r =3 4.7 16l ~ 1287
82"

\’\\%, Pytama i zadania
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. Rzucamy dziesi¢C razy symetryczna moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
choc raz wypadnie reszka?

Rzucamy piec razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze cho¢ raz wypad-
na nie wiecej niz cztery oczka.

Rzucamy cztery razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze 3 kolejne
wyniki utworza cigg geometryczny?

Rzucamy szeS¢ razy kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w co najmnie;j
jednym rzucie liczba wyrzuconych oczek bedzie rGwna numerowi rzutu.

Pig¢ kul rozmieszczono w dwoch szufladach. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze
zadna z szuflad nie jest pusta.

DwadzieScia druzyn uczestniczacych w turnieju rozdzielono losowo na dwie réwnolicz-
ne grupy. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze dwie ustalone druzyny znajda si¢:
a) w roznych grupach;

b) w tej samej grupie?

Autobus, w ktorym znajduje si¢ oSmiu pasazerow, zatrzymuje si¢ na dziesieciu przystan-
kach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazdy z pasazeréw wysigdzie na innym przy-
stanku.

Ze zbioru{1,2,3,...,2n — 1} wybieramy jedna liczbe, a nastepnie druga. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze:

a) za pierwszym razem wybierzemy liczbe nieparzysta;

b) za drugim razem wybierzemy liczbe nieparzysta;

c) obie wybrane liczby beda nieparzyste.

W urnie znajduje si¢ dziesie¢ kul biatych i dwadziescia czarnych. Losujemy kolejno bez
zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze druga z wylosowanych kul
bedzie biata.



10. Prawdopodobienstwo warunkowe

10. Sposrod wierzcholkow szesciokata foremnego wybrano losowo 3 wierzcholki. Oblicz

prawdopodobiefistwo tego, ze wyznaczaja one trojkgt rownoboczny.

11.Sposrod wierzchotkow prostopadioscianu wybrano losowo 4 wierzchotki. Jakie jest

prawdopodobienstwo tego, ze wyznaczajg one prostokat?

12. W sali egzaminacyjnej posadzono losowo w jednym rzedzie 10 uczniow, w tym 2 z tej

samej klasy. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze nie siedzg oni obok siebie?

13". Rozpatrujemy zbior ciagdw n-wyrazowych (gdzie n € N,) o wyrazach ze zbioru
{—1, 0, 1}. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany cigg ma co najwyzej
jeden wyraz réwny 0 1 suma jego wyrazow jest rowna 0.

147", Sposrod liczb 1,2, 3, ..., 3n(n = 2)wybieramy losowo cztery rozne liczby. Oblicz praw-

dopodobienstwo tego, ze suma wybranych liczb dzieli si¢ przez 3.

157", W urnie znajduje si¢ b kul biatych i ¢ kul czarnych (gdzie b,c € N,). Losujemy kolej-

no (ze zwracaniem) dwie kule. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo wylosowania

dwoch kul jednakowego koloru jest nie mniejsze niz %

16"". Ze zbioru wszystkich famanych ABCDA, gdzie A, B, C, D s3 réznymi wierzchotkami
danego 2004-kata foremnego, wybieramy losowo jedng. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze jest ona brzegiem czworokata wypukiego.

17"". Z urny zawierajacej jedna kule oznaczong numerem 1, dwie kule oznaczone nume-
rem 2, trzy kule — numerem 3, ..., n kul oznaczonych numerem n wyciggamy bez zwra-
cania dwie kule. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze obie wyciggni¢te kule ma-
ja ten sam numer?

10. Prawdopodobienstwo warunkowe

Zacznijmy od rozwazenia pewnego przykladu.
Przyklad 1. Rzucamy trzy razy symetryczna kostka szeScienng do gry. Z jakim prawdopo-
dobiefistwem wyrzucimy szostke co najmniej raz, jesli za kazdym razem wypadnie parzy-
sta liczba oczek?
Rozwigzanie:

Zdarzeniami elementarnymi sg tutaj trojwyrazowe ciagi wynikow poszczegolnych rzu-
tow w = (kl ke, 3) i oczywiScie wszystkie te zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdo-

podobne. Jesli przyjmiemy, ze k, to wynik i-tego rzutu, wowczas:

Q={w=(k.k, k) ke{1,2,3,4,56} i=123}

1>720
Q=W =6"=216.
Niech A oznacza zdarzenie: co najmniej raz wypadla szostka. Latwo obliczyc, ze ‘ A\ =91
(wystarczy od liczby wszystkich zdarzen elementarnych odjac liczby wszystkich trojwyrazowych

ciagéw o wyrazach ze zbioru {1,2,3, 4, 5}, czyli liczb 5'=125). Zatem P(A):m:ﬂ
ag wy 245 9,7, 5, CZY ¢ . ‘_Q‘ 316
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VI. Elementy rachunku prawdopodobieristwa

W rozpatrywanej sytuacji zostat okreslony pewien warunek: w kazdym rzucie powinni$my
otrzymac parzystg liczb¢ oczek. Oznaczmy to zdarzenie przez B. Zdarzeniu B sprzyjajg te
trojwyrazowe ciagi, ktorych wyrazami sa liczby 2, 4, 6. Zatem:

B={w=(k.k,.k;): k€ {2,4,6}, i=1,2.3}, wicc|B|=W,=3"=27.

Zobaczmy teraz, jakie bedzie prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A, gdy zajdzie zda-
rzenie B. Rozwazania nasze musimy wigc ograniczy¢ tylko do tych zdarzen elementarnych,
ktore sprzyjajg zdarzeniu B. Sposrdd nich zdarzeniu A sprzyjaja jedynie te ciagi trojwymia-
rowe, ktorych co najmniej jeden wyraz jest rowny 6. Latwo obliczy¢, ze zdarzen takich ma-

my 19. Wobec tego prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A wyniesie teraz %

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, Ze zaszlo zdarzenie B, ozna-
cza¢ bedziemy symbolem P(A | B) 1 nazywac prawdopodobiefistwem warunkowym.

W naszym przyktadzie prawdopodobienstwo warunkowe P(A I B) = %

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo to obliczyliSmy na podstawie definicji klasycznej
prawdopodobienstwa, dzielac liczbg 19 = |A N B|przez liczbe 27 = | B|. W ten sposdb otrzy-
maliSmy wzor:
|ANB]

8]

nie wiedzc jeszcze, co oznacza liczba P( A | B), lecz kierujac si¢ jedynie intuicja. Za pomoca

(+) P(A1B) =

tego wzoru nie mozemy jednak oblicza¢ prawdopodobienstwa warunkowego w kazdej sytuacii,
poniewaz dotyczy on tylko doSwiadczen, ktorych wyniki sa jednakowo prawdopodobne.
Podzielmy licznik i mianownik utamka po prawej stronie wzoru (=) przez ‘_Q[ Otrzy-

mamy wOwczas:
|ANB]

Q] P(AnB)

|B] P(B)

2]
Okazuje sie, ze wzor:
P(ANB)

P(B)
mozna stosowac nie tylko do przypadku klasycznego, ale rowniez w og6lnej sytuacji. Na
tej podstawie mozemy sformutowac definicj¢ prawdopodobienstwa warunkowego.

P(AIB)=

() P(AlB)Z

Niech 2 bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, za$ B C Q2 — takim zdarzeniem,
ze P(B) > 0.

Prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A C 2 pod warunkiem, ze zajdzie takie zdarze-
nie B C 2, ze P (B) > 0, nazywamy liczbe:
P(ANB)

P(AIB)= P(B)
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10. Prawdopodobienstwo warunkowe

, . , . P(ANB)
Sprawdzmy, czy przyporzadkowana kazdemu zdarzeniu A C Qliczba P( A | B)= W—
spelnia warunki 1-3 ogodlnej definicji prawdopodobienstwa:
Warunek 1. tej definicji jest oczywiscie spetniony, gdyz P(ANB) = 0, P(B)> 0, wigc:
P(ANB)
P(B)
Warunek 2. Niech A, A,C 2 beda dowolnymi zdarzeniami wylaczajacymi si¢. Jesli
A NA, =0, wtedy rowniez (Alﬁ B) N (AJW B) = @1 wowczas:
P(AUA,IB)= P((AUA,)NB) i P((ANB)u(A,NB))
s P(B) P(B) )
P(ANB)+P(A,NB) P(ANB) P(ANB)
Py B P

P(AIB)=

- P(A|IB)+P(A,|B).
P(QNB) P(B)
P(B)  P(B)

Prawdziwe jest zatem nast¢pujace twierdzenie:

=1

Warunek 3. P(21B) =

Twierdzenie
Funkcja P (A I B) jest prawdopodobienistwem okreslonym na zdarzeniach A C .

Przyktad 2. Z urny zawierajacej trzy kule biale i cztery czarne losujemy kolejno dwie kule,
bez zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze za drugim razem wyciggniemy kule bia-
fa, jesli za pierwszym razem wyciagneliSmy czarng?
Rozwigzanie:
Zbiorem 2 zdarzen elementarnych jest tutaj zbior wszystkich uporzadkowanych par
@=(k,1), gdzie k to kula wylosowana za pierwszym razem, zas$ [ — kula wylosowana za dru-

gim razem. Zatem | Q2| = V = 5, =7-6=42. Niech A i Bbegda odpowiednio zdarzeniami:

— ,wyciagniecie kuli bialej za drugim razem”,

— ,wyciagniecie kuli czarnej za pierwszym razem”.

Zdarzeniu B sprzyjaja 4 - 6 = 24 zdarzenia elementarne, a zdarzeniu A N Bsprzyja3 -4 =12
zdarzen elementarnych. Wobec tego:

12

_P(ANB) 45 12|

P(“@-‘;ﬁ 242477
42

Odpowiedz: P(A1B)=7.

Ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe wynika wniosek:
Whiosek. Dla dowolnej pary zdarzefi A, B C €2 takich, ze P(B)> 0, zachodzi r6wnos¢:
P(ANB)=P(B)-P(AIB).
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VI. Elementy rachunku prawdopodobieristwa

Przyklad 3. Abiturient przystepuje do egzaminu skiadajacego si¢ z czesci pisemnej i cze-
Sci ustnej. Warunkiem przystapienia do czesci ustnej jest pozytywne zaliczenie czesci pi-
semnej. Jakie jest prawdopodobienistwo zdania egzaminu, jesli prawdopodobienstwa za-

liczenia przez abiturienta czeSci pisemnej i ustnej wynosza odpowiednio % %‘7

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez A i B odpowiednio zdarzenia:
— ,pozytywny wynik z czeSci pisemne;j”,
— .pozytywny wynik z czeSci ustne;j”.

Woweczas ,,zdanie egzaminu” jest zdarzeniem A N B. Poniewaz P(A) = % P(BIA)= 2, wigc
_ _ P(BNA) _ 211

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo, ze abiturient zda ten egzamin, wynosi %
Przykiad 4. Z talii 52 kart do gry losujemy kolejno 3 karty. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze zaden kolor si¢ nie powtorzy?
Rozwigzanie:

Niech A i B oznaczaja odpowiednio zdarzenia:
— ,.druga karta jest innego koloru niz pierwsza”,
— ,trzecia karta jest innego koloru niz poprzednie”.

Poniewaz druga karte wybieramy sposrod 51 kart, przy czym mozliwos$ci wyboru, aby
nie byta ona tego koloru, co pierwsza, mamy 3 - 13 = 39, wiec P(A) = 35%3 %:7; Przy za-
lozeniu, ze dwie pierwsze karty sa r6znego koloru, trzecia wybieramy sposrod 50 kart

na2-13=26sposobow. Zatem P(B|A) = 28 g Wobec tego:

13 13 _ 169
P(AHB)ZP(A)-P(BIA) 17 75 =15

Odpowiedz: Prawdopodobiensto, ze zaden kolor si¢ nie powtorzy, wynosi <= 169

425
Przykiad 5. Udowodnij, ze jezeli P(A)=0,9 i P(B)=0,8, to P(AIB)>0,875.

Rozwiazanie:

P(ANB) 1-P((ANB)) 1-P(A'UB .

P(AIB)=

P(B) ~  P(B) P(B)
1= (P(A)+P(B')=P(ANB')) 1-P(A)=P(B)+P(A'NB) §
) P(B) ) P(B) B
L-P(A")-P(B) _P(A)-(1-P(B)] P(A)+P(B)-1_
) Y ) Y T R
=99 +0(’)éﬂ = 2=0.875.
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11. Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite

Pytania i zadania

1. Podaj definicje prawdopodobiefistwa warunkowego.

2. Rzucamy raz trzema symetrycznymi kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze co najmniej na jednej kostce wypadnie jedynka, jesli na kazdej kostce wypadnie in-
na liczba oczek?

3. W urnie jest sze$¢ kul bialych i trzy kule czarne. Wyciagamy losowo kulg, zatrzymuje-
my ja, a nastgpnie wyciggamy druga. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze wyciagniemy:
a) dwie kule biafe,

b) dwie kule czarne?

4. Udowodnij, ze dla dowolnej pary zdarzen A, B C Q takich, ze P(A)> 0, P(B) > 0:
a) P(AIB)-P(B)=P(BIA)-P(A);
b)jesli P(AIB)>P(A), to P(BIA)>P(B).

5. Udowodnij, ze jezeli A, B, C C £ sa takimi zdarzeniami, ze P(A)> 0, P(ANB) >0, to
P(ANBNC)=P(A)-P(BIA)-P(CIANB).

6. Wykaz, ze jezeliA, A, A, ..., A, C 2 sy takimi zdarzeniami, ze P(Al> >0,
P(ANA)>0,...,P(AN...NA _)>0, toP(ANA,N...NA )=
=P(A)-P(AJA)-P(AJANA,) ... -P(ATANAN...NA, )

_1 ol _
=% P(B)—g, ANB=a.
8. Udowodnij, ze jezeli A, B, C C 2 sg takimi zdarzeniami, Ze P(C ) > 0, to:
a)0<P(AIC)<1
b)P(AIC)=1-P(A'IC)
) P(AUBIC)=P(AIC)+P(BIC)-P(ANBIC).
9. Kazdy z dziesi¢ciu uczniow losuje jedno sposrod dziesieciu ponumerowanych miejsc
w jednym rzedzie. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze Bartek i Tomek nie usigda
obok siebie, gdy wiemy, ze Bartek wylosowal miejsce z numerem 57

7. Oblicz P(AlB), jesli wiadomo, ze P(A)

10. Migdzy dwoch graczy rozdano cztery karty: asa pik, asa karo, krola kier i dame trefl.
Kazdy z nich otrzymat dwie karty. Po rozdaniu pierwszy gracz powiedzial, ze ma asa pik.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ma on rowniez drugiego asa?

11. Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite

Niech Q bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych. Zdarzenia B, B, ..., B, C
nazywamy zupelnym ukladem zdarzen wtedy i tylko wtedy, gdy zawsze musi zajS¢ doklad-
nie jedno z nich.

Oznacza to, ze spelniaja one nastgpujace dwa warunki:
1.BUB,U...UB =Q.

2. Zdarzenia te parami wylaczaja sie, czyli dla kazdych i, j takich, zei # jorazi,j=1,2,...,n,
zachodzi rownos¢ B,N B ;= @.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Na przyktad dla dowolnego zdarzenia B C Q para B i B' tworzy zupelny uktad zdarzen.
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (wzdr na prawdopodobienstwo catkowite)
Jezeli B, B,, ..., B, C 2 s zupelnym uktadem zdarzen, z ktorych kazde ma prawdopo-
dobienstwo dodatnie, to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C £ wyraza wzor:

P(A)=P(AIB) P(B.)+P(A|B,) P(B,)+.. +P(AIB ) P(B,)

(J Dowdd. Z zalozenia mamy Q=B UB,U ... U B,. Korzystajgc z praw dziatan na zdarze-
niach, otrzymujemy wi¢c dla dowolnego zdarzenia A C Q:
A=ANQ=AN(BUB,U...UB )=(ANB)U(ANB,)U...U(ANB,).
Poniewaz kazde dwa zdarzenia sposrod zdarzen B, B, ..., B, wylaczaja si¢, wiec wylacza-
ja si¢ rowniez kazde dwa zdarzenia sposrod zdarzen ANB,ANB,,..., AN B, . Wiemy tez,
ze prawdopodobienstwo sumy takich zdarzen réwne jest sumie prawdopodobienstw tych
zdarzen, stad P(A)=P(ANB,)+ P(ANB,)+...+P(ANB,). Ale:
P(ANB,)=P(AIB,) P(B,)dlakazdegoi=1,2,3,...,n. Zatem:
P(A)=P(AIB)-P(B)+P(AIB,)-P(B,)+...+ P(AIB,) P(B,)0
Przykiad 1. Z urny zawierajacej trzy kule czarne i dwie kule biate losujemy kule, po czym
zwracamy ja do urny i dorzucamy jeszcze dwie kule tego samego koloru, co kula wylosowana.

Nastepnie ponownie losujemy kule z urny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze za drugim ra-
zem wylosujemy kule czarng?

2

n

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez B, 1 B, odpowiednio zdarzenia:
- ,,za pierwszym razem wylosowano kule czarng”,
- ,,za pierwszym razem wylosowano kule biatg”.

Zdarzenia te wylaczaja si¢ oraz ich alternatywa jest zdarzeniem pewnym. Stanowig wiec

zupelny uktad zdarzen. Ponadto ich prawdopodobienstwa sa dodatnie, gdyz P (Bl) = %,

P( Bz) = % Zatem zdarzenia B, i B, spelniajg zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie
catkowitym.

Niech A bedzie zdarzeniem, ze za drugim razem wylosowaliSmy kule czarng.

Jezeli w pierwszym losowaniu wyciagneliSmy kule czarng, to za drugim razem kule czar-
na losowaliSmy sposrod pigciu kul czarnych i dwoch biatych, wiec P( AlB 1) = % Gdy zas
najpierw wylosowaliémy kule bialg, to za drugim razem kulg czarng losowaliSmy spo-
srod trzech kul czarnych i czterech kul biatych, zatem P(A l Bz) = % Stad na mocy twier-

dzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:

3
P(A)=P(A1B)-P(B)+P(AIB) P(B)=33+3 2=21=3
3

Odpowiedz: Szukane prawdopodobienstwo wynosi 3
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11. Wzor na prawdopodobieristwo catkowite

Przyklad 2. Przez miejscowos¢ N przejezdza 4 razy wigcej samochodow osobowych niz cie-
zarowych. Wiadomo, ze 1 na 75 przejezdzajacych samochod6éw osobowych i 1 na 25 samo-
chodow cigzarowych tankuje w miejscowosci N paliwo. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
przejezdzajacy przez miejscowos¢ N samochod zatankuje paliwo.
Rozwiazanie:

Niech B, i B, oznaczaja odpowiednio zdarzenia:
- przejezdzajacy przez miejscowos¢ N samochod jest osobowy”,
- ,przejezdzajacy przez miejscowos¢ N samochod jest ciezarowy”.
4
57

P(BZ) = % Jesli przez A oznaczymy zdarzenie, ze przejezdzajacy przez miejscowosC N sa-

Zdarzenia te tworza zupelny uktad zdarzen. Ponadto z treSci zadania wynika, ze P (Bl) =

mochod zatankuje paliwo, wowczas:
1 1
P(A1B,)==5 P(AlB,)=75s.
Zatem ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy:

P(A)=P(AIB,) P(B)+P(AIB,) P(B,) == 3+ Jc £ =37<
:

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zatankowania przez przejezdzajacy samochdd wynosi 375
Przyktad 3. Do hurtowni dostarczono sery pochodzace z trzech mleczarni: A, BiC. Zakiad A
dostarczyt 3000 sztuk, zaktad B—2500 sztuk, a zaktad C' — 1500 sztuk. Wiadomo, ze zaktad A pro-
dukuje (i dostarcza) tyle samo seréw petnottustych, co pozostalych, B — trzy razy wigcej serow
pelnotlustych niz pozostatych, zas C — 4 razy wigcej petnothustych niz pozostatych. Jakie jest praw-
dopodobiefistwo wybrania z partii serow, dostarczonych do hurtowni przez te mleczar-
nie, jednej sztuki sera pelnottustego?
Rozwigzanie:

Z treSci zadania wynika, ze zaktady te dostarczyty odpowiednio 1500, 1875 1 1200 sztuk
serow pelnottustych. Niech B,, B, i B, oznaczajg odpowiednio zdarzenia:
- ,wybrana sztuka sera pochodzi z mleczarni A”,
— ,wybrana sztuka sera pochodzi z mleczarni B”,
— ,wybrana sztuka sera pochodzi z mleczarni C”.
Zdarzenia te tworza zupelny ukfad zdarzen, a ponadto ich prawdopodobiefstwa sa dodat-

nie, gdyz wynosza: P(Bl) = %, P(Bz) 154, P(BS) 134 Jesli przez E oznaczymy zdarzenie,
ze wybrano sztuke sera petnottustego, to: P(E | B ) é, P(E | B ) i, P(E | 83) = %

Zatem ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy:

P(E)=P(E|B,)-P(B,)+P(E|B,)- P(B,)+P(EI|B,) P(B,)=
_3. _+i 3,3 3 4 _ 183
7 14 4 5~ 280"

Odpowiedz: Prawdopodobieﬁstwo wybrania sera petnotlustego wynosi %%
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Pytania i zadania

1. Co to jest zupelny uklad zdarzen?

2. Sformutuj twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.

3. W urnie znajduja sie cztery kule biate i trzy czarne. Wyciagamy jedna kule i nie ogla-
dajac jej, wyciggamy spoSrod pozostatych kul dwie nastepne. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze obie kule wyciggniete za drugim razem beda biate?

4. Zurny zawierajacej pie¢ kul biatych i cztery czarne wylosowano jedna kule. Nastepnie
z pozostatych kul wylosowano jeszcze dwie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obie ku-
le wylosowane za drugim razem okazg si¢ tego samego koloru?

5. Mamy dwie urny: w jednej z nich sa trzy kule biale i dwie czarne, a w drugiej jest jed-
na kula biafa i cztery czarne. Z losowo wybranej urny wyciggamy na chybit trafit jedna
kule. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wyciagniemy kule biata, jezeli prawdopodo-
bienstwo wyboru kazdej z urn jest rowne 0,57

6. Mamy dwie urny: w jednej sg cztery kule biale i cztery czarne, a w drugiej — pig¢ bia-
tych i siedem ézarnych. Rzucamy kostka szeScienng do gry. Jezeli wypadnie mniej niz 5
oczek, to losujemy kule z pierwszej urny, jezeli wypadnie 5 lub 6 oczek, to losujemy ku-
le z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania w ten sposob kuli biate;j.

7. Wybieramy losowo liczbe naturalna sposrod liczb od 1 do n, a nastgpnie rzucamy sze-
Sciennag kostka do gry taka liczbe razy, jakg wylosowalismy. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wyrzucimy same szOstki.

8. Dane sg trzy urny. W pierwszej z nich jest piec kul biatych i siedem czarnych, w dru-
giej — szes¢ kul bialych 1 pie¢ czarnych, a w trzeciej — dwie kule biafe i pig¢ czarnych.
Losujemy jedng kule z pierwszej urny. Jesli jest to kula biata, to za drugim razem lo-
sujemy kule z urny drugiej, jesli czarna — to z trzeciej urny. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania kuli bialej w drugim losowaniu.

9. Pewna roztargniona sekretarka napisata n listow (n > 2) réznej tresci do réznych adre-
satow. Nastepnie adresowata kolejne koperty, wktadajac do nich na chybil trafit po jed-
nym liScie. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze zaden z dwdch wyrdznionych adre-
satOw nie otrzyma wlaSciwego listu.

10.Z urny zawierajacej trzy kule biale i siedem czarnych losujemy jedna i bez sprawdza-
nia koloru wktadamy ja do urny zawierajacej cztery kule biate i pig¢ czarnych. Nastep-
nie losujemy kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biale;j.

11. Zaktady A, B, C daja odpowiednio 25%, 35% 140% ogolnej produkcji pewnego przed-
siebiorstwa, przy czym wyroby tych zaktadow zawieraja odpowiednio 5%, 3% 12 % bra-
kow. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze losowo wybrany produkt jest dobry.

12. W kazdej z trzech urn znajduje si¢ jedna kula czarna i dwie biate. Z pierwszej urny prze-
fozono losowo wybrana kule do drugiej urny, a z niej losowo wybrana kule do trzeciej
urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z trzeciej urny.

12. Niezaleznos$¢ pary zdarzen

Intuicyjnie dwa zdarzenia zgodnie uznajemy za niezalezne wtedy, gdy zajScie jednego
z nich nie ma zadnego wplywu na wynik drugiego. PrzesledZzmy na przyktadach wtasnosci
takich zdarzen.
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12. Niezalezno$¢ pary zdarzen

Przykiad 1. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Mamy tutaj 36 jednakowo prawdopodob-
nych zdarzen elementarnych postaci:

= (k,1), gdzie k jest wynikiem pierwszego, za$ [ — drugiego rzutu (k,[=1,2,3,4,5,6).

Zdarzenia: A — ,,za pierwszym razem wypadla parzysta liczba oczek” i B — ,,za drugim
razem wypadla nieparzysta liczba oczek” mozemy nazwac niezaleznymi. Zdarzeniu A sprzy-
jaja zdarzenia elementarne: (2, 1), (2,2), (2, 3), (2,4), (2,5), (2, 6), (4, 1), (4,2), (4,3), (4, 4),
(4,5), (4,6), (6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6, 6), zas zdarzeniu B — zdarzenia elemen-
tarne: (1, 1), (2,1),(3,1),(4, 1), (5, 1), (6, 1), (1,3),(2,3),(3,3), (4,3), (5, 3), (6,3), (1,5),
(2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5). Wobec tego P(A)=P(B)= % Z kolei zdarzeniu AN B

sprzyjaja zdarzenia elementarne: (2, 1), (2, 3), (2,5), (4, 1), (4, 3), (4, 5), (6, 1), (6, 3), (6, 5),
wiec P(ANB) = % =P(A)-P(B). Zatem prawdopodobiefistwo koniunkcji zdarzen A i B
jest iloczynem prawdopodobienstw tych zdarzen.

Przyklad 2. Rzucamy dwa razy monetg symetryczng. Sg tutaj cztery jednakowo prawdo-
podobne zdarzenia elementarne @ = (m,n), gdzie m jest wynikiem pierwszego rzutu, zas
n—drugiego rzutu (m,n = O lub R). Zdarzenia: A — ,,za pierwszym razem wypadta reszka”,
B - ,za drugim razem wypadf orzel” sa oczywiScie zdarzeniami niezaleznymi, w potocznym
rozumieniu tego sfowa. Zdarzeniu A sprzyjaja zdarzenia elementarne: (R, O), (R, R), a zda-

rzeniu B — zdarzenia: (R, O), (O, O), natomiast zdarzeniu A N B — zdarzenie elementarne
(R, O). Zatem P(A)=P(B) = —%, za§ P(ANB) = i Tak wiec i tym razem zachodzi row-
nos¢: P(ANB)=P(A)-P(B).
Przyklad 3. Sposrod liczb naturalnych od 1 do 20 losujemy jedna. Niech A i B beda odpo-
wiednio zdarzeniami: ,,wylosowana liczba jest podzielna przez 4” i ,,wylosowana liczba jest
podzielna przez 6”. Poniewaz wsrdd danych liczb wystepuje liczba podzielna zarowno
przez 4, jak i przez 6, wiec domySlamy sig, ze zdarzenia te nie sa niezalezne. Nie jest to
oczywiScie dzielem przypadku, gdyz liczby 4 1 6 nie sa wzglednie pierwsze.

Zobaczmy, czy i tym razem otrzymamy zwigzek, ktory wystepowal w poprzednich przy-
kfadach. Zdarzeniu A sprzyjaja liczby: 4, 8, 12, 16, 20, zdarzeniu B - liczby 6, 12, 18, za$ zda-

rzeniu A N B sprzyja jedynie liczba 12. Wobec tego: P(A) = L P(B)= S P(ANB)= -

& 20 20
Zatem P(ANB)#P(A)-P(B).
Przejdzmy teraz do rozwazan ogoélniejszych.
Niech €2 bedzie dowolnym zbiorem zdarzen elementarnych, P — prawdopodobienstwem

okreslonym na zdarzeniach w tym zbiorze, za§ B C 2 — takim zdarzeniem, ze P(B) > 0. Zda-
rzenie A C 2 nazwiemy niezaleznym od zdarzenia B, jeSli zajScie zdarzenia B nie zmieni

P(ANB
prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia A, czyli gdy P(A) = P(A1B) = <P—(BT)’ awiec gdy
P(A)-P(B)=P(ANB).

P(ANB
Na odwrot, jesli P(ANB)=P(A)-P(B), czyligdy P(A) = ~—(P(T)) =P(AlB), to po-

wiemy, ze zdarzenie A nie zalezy od zdarzenia B.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienistwa

Mozemy zatem przyjaé nastepujaca definicje niezaleznos$ci pary zdarzen A i B:

o

Par¢ zdarzen A i B (A, B C £2) nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy spetniaja
warunek:
P(ANB)=P(A) P(B).

Zdarzenia, ktore nie sa niezalezne, bedziemy okresla¢ mianem zdarzen zaleznych.

Zdarzenia A i B rozpatrywane w przykiadach 1.1 2. stanowia wiec pare zdarzen nieza-
leznych w mysl podanej definicji, natomiast zdarzenia A i B z przyktadu 3. sa wedtug niej
zdarzeniami zaleznymi.

Oto jeszcze dwa przyktady pary zdarzen zaleznych:

Przyklad 4. Z urny zawierajacej 5 kul, w tym 3 biate i 2 czarne, wyjmujemy losowo jed-
ng kulg i zatrzymujemy ja, po czym siegamy po nastepna. Niech A i Bbeda odpowiednio zda-
rzeniami: ,,wylosowana za pierwszym razem kula jest biata”, ,,wylosowana za drugim razem
kula jest czarna”. Intuicja podpowiada nam, ze zdarzenia te nie sa niezalezne. Sprawdzmy
wiec, czy 1 tym razem otrzymaliSmy zwigzek, ktory wystgpowal w przyktadzie 3.

Przyjmujgc za zbior €2 zdarzen elementarnych zbidr wszystkich uporzadkowanych par:
( k ik, ), gdzie k,— oznacza kul¢ wylosowang za i-tym razem (i = 1,2), przy czymk, # k., obliczamy,
7e| Q1= 54 = 20(tyle, ile dwuwyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru pigcioelementowego).

Poniewaz zdarzeniu A sprzyjaja pary: (biata kula; ktorakolwiek kula z pozostatych), zda-
rzeniu B — pary: (ktorakolwiek kula; czarna kula niewylosowana za pierwszym razem), za$
zdarzeniu A N B — pary: (biata kula; czarna kula), wigc tatwo obliczymy, ze:

|Al=3-4=12,|B|=2-4=8|ANB|=3-2=6.

Wobec tego: P(A) = % = %, P(B)= % = %, P(ANB)= % = % Widzimy zatem, ze

P(ANB)#P(A)-P(B).
Przyklad 5. Niech A C Q2 bedzie zdarzeniem, ktdre nie jest niemozliwe i nie jest zdarzeniem
pewnym — a wi¢c takim, ze 0 < P(A) < 1. Zdarzenie A i zdarzenie A' (przeciwne do zdarze-
nia A) stanowig pare zdarzen zaleznych. Jesli bowiem zaszlo zdarzenie A, to zdarzenie A
nie moze zaj$¢. Co wiecej, zdarzenia A i A' wylaczaja sie, czyli ANA'=@. Zatem
P(ANA)=P(2)=0+# P(A)(l - P(A)) =P(A)-P(A"). Widzimy wigc, Ze zdarzenia te nie
spelniaja warunku niezaleznoSci zdarzen.

Pytania i zadania

1. Podaj definicje niezaleznoSci pary zdarzen.

2. Czy zdarzenia niezalezne mogg si¢ wytaczac?

3. Jakie dwa zdarzenia nazywamy zdarzeniami zaleznymi?

4. 7 talii 52 kart losujemy jedna karte. Czy zdarzenia: A — ,,wylosowana karta jest treflem”,
B - ,wylosowana karta jest asem” sg niezalezne? OdpowiedZ uzasadnij.

S. Rzucamy raz symetryczng kostka do gry. Czy zdarzenia: A — ,,wypadla parzysta liczba
oczek”, B— ,wypadia liczba oczek wigcksza od 3” sa niezalezne? OdpowiedzZ uzasadnij.
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13. Niezaleznos$c¢ n zdarzen (n > 3)

6. Pan Kowalski ma dwoje dzieci. Czy zdarzenia: A —,,Pan Kowalski ma dzieci obojga pici”,
B — ,Pan Kowalski ma co najwyzej jednego chlopca” sa niezalezne? Odpowiedz
uzasadnij.

7. Czy zdarzenia A i B spelniajace warunki: P(AUB)=0,9, P(A)=0,3, P(B)=0.8s3
niezalezne? Uzasadnij swoja odpowiedz.

8. Udowodnij, ze zdarzeniami niezaleznymi sa:

a) zdarzenie pewne i dowolne zdarzenie;
b) zdarzenie niemozliwe i dowolne zdarzenie.
9. Wykaz, ze jezeli zdarzenia A i B nie s3 niemozliwe i wylaczaja sig, to sa zalezne.
10". Udowodnij, ze jezeli zdarzenia A i B sa niezalezne, to niezalezne sa takze zdarzenia:
a)A'i B;
b) Ai B}
c)A'iB".
117". Udowodnij, ze jezeli zdarzenia A i B spelniaja warunki: P(B)>0, P(B')>0
i P(A1B)=P(AlB'), to sa niezalezne.

12. Wykaz, ze jezeli zdarzenia A i B wylaczaja sig, to sa one niezalezne wtedy i tylko wte-

dy, gdy P(A)=0 lub P(B)=0.

13. Niezalezno$¢ n zdarzen (n > 3)

Okreslimy teraz niezalezno$¢ wigkszej liczby zdarzen.

O

Zdarzenia A, B, C (A,B,C C Q) nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy zacho-
dza robwnosci:
P(ANB)=P(A)-P(B), P(BNC)=P(B)-P(C), P(CNA)=P(C) P(A)
orazP(ANBNC)=P(A) -P(B)-P(C).

7 podanej definicji wynika, ze jezeli zdarzenia A, B, C sa niezalezne, to kazde dwa z nich
tez sa niezalezne, lecz nie na odwrot, z niezaleznosci kazdych dwoch zdarzen spoSrod zda-
rzen A, B, C nie wynika niezaleznos¢ wszystkich trzech.

Przyklad 1. Sposrod liczb: 222, 112, 121, 211 wyciggamy losowo jedna (kazda z tym samym
prawdopodobienstwem). Rozwazmy zdarzenia:

A — ,cyfra jednosci wylosowane;j liczby jest nieparzysta”,

B — ,,cyfra dziesiatek wylosowanej liczby jest nieparzysta”,

C — ,,cyfra setek wylosowanej liczby jest nieparzysta”.

Poniewaz P(A)=P(B)=P(C)= % oraz P(ANB)=P(BNC)=P(CNA)= %, wiec
rzeczywiscie:

P(ANB)=P(A)-P(B), P(BNC)=P(B)-P(C), P(CNA)=P(C) P(A),
co oznacza, ze kazde dwa spoSrod rozwazanych zdarzen sa niezalezne.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Tymczasem ANBNC =g, wigc P(ANBNC)=P(2)=0#5=P(A)-P(B) P(C).

Na tej podstawie mozemy sformufowac definicje:

Zdarzenia A, A,,..., A, (AI. cQi=12,..., n) nazywamy niezaleznymi, gdy prawdopodo-

Ol

bienstwo koniunkcji dowolnych k zdarzen sposrod nich, gdzie 2 < k < n, jest iloczynem ich
prawdopodobienstw.

Przykiad 2. Rzucamy 7 razy kostka szeScienng do gry, obserwujac liczbe oczek wyrzuca-
nych w kolejnych rzutach.

Zdarzeniami elementarnymi sg tutaj wszystkie n-wyrazowe ciagi o wyrazach 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Tak wiec:
_Qz{a): (kl,kz, ...,k”); k.€ {1,2,3,4,5,6}, i=1,2, ...,n};
Q]=W/=6".

Poniewaz kazde zdarzenie elementarne jest jednakowo prawdopodobne, wiec:

P({@})=or

Niech A, oznacza zdarzenie: ,,w i-tym rzucie wypadta parzysta liczba oczek”. Zdarze-
niu A sprzyjajg wigc te ciggi n-wyrazowe, ktorych i-tymi wyrazami sg: 2, 4 lub 6, a pozosta-
tymi — ktorekolwiek liczby od 1 do 6. Zatem:

n—1 n—1 . 3'6”'1 1
‘Ai|:3-W6 =36 1 wobectegoP(Al.)zT:T
Sposrod zdarzen A, A, ..., A rozwazmy dowolnych m zdarzen Ai, ,Al.j, <A, gdzie

I <i<i,<...<i <n Zdarzeniu AilﬂAiﬁ ... N'A, sprzyjajq te ciagi n-wyrazowe, ktorych wy-
razy o numerach i, i, ..., s jedng z liczb 2, 4 lub 6, a pozostale wyrazy (jest ich n—m)
— ktorakolwiek z liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6. Tak wiec:

[AnA N NA =W W) =36
i wobec tego:

376 IV L L L opig ) .
P(A,NA N..NA )= _(2) =33 g =P(A)P(A) . P(A, ),
%f—/

co dowodzi, w mysl podanej definicji, ze zdarzenia A, A,, ..., A sa niezalezne.

% Pytania i zadania
1. Podaj definicje niezaleznoSci:
a) trzech zdarzen,
b) czterech zdarzen,
¢) n zdarzen.
2. Rzucamy n razy monetg symetryczna. Niech A, bedzie zdarzeniem, ze w k-tym rzucie
wypadla reszka (k= 1,2, ...,n). Udowodnij, ze zdarzenia A, A,,..., A sg niezalezne.
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14. Zbior zdarzen elementarnych dla doSwiadczen przebiegajacych niezaleznie od siebie

. Rzucamy n razy kostka do gry. Niech A, oznacza zdarzenie:
a) ,,w k-tym rzucie wypadla szostka”;

b) ,,w k-tym rzucie wypadly nie mniej niz cztery oczka”.
Wykaz, ze zdarzenia A, A,, A,,..., A sa niezalezne.

. Zdarzenia A, B, C sa niezalezne oraz P(A) = P(B)=P(C) = % Czy zdarzenia te moga
parami wytaczac si¢?

. Udowodnij, ze jezeli zdarzenia A, B, C sa niezalezne, to zdarzenia A U BiC sg takze nie-
zalezne.

". Trzy zdarzenia spelniajg warunki:

1. ich prawdopodobiefistwa sa rowne,

2. s3 parami niezalezne,

3. nie zachodza rownoczesnie.

Wyznacz najwicksza wartoS¢ prawdopodobienstwa kazdego z tych zdarzen.

. W serii n strzatow oddanych niezaleznie od siebie prawdopodobienistwa chybienia ce-

lu w kolejnych strzatach wynosza odpowiednio: }1 é 116’ ey % Wykaz, ze praw-

(n+1)
dopodobienstwo oddania serii n strzatow celnych wynosi 2('1%31)
. Zdarzenia A, B, C spelniajg warunki:
1.P(A)>0, P(B)>0, P(C)>0,

2.P(An(BNC))= P(BNC),

(BNC))=P(A)
3.P(An(BUC))=P(A)-P(BUC),
4.P(BN(ANC))=P(B)-P(ANC),
5.P(CN(ANB))=P(C)-P(ANB).

Udowodnij, ze zdarzenia A, B, C sg niezalezne.

14. Zbior zdarzen elementarnych dla doswiadczen przebiegajacych
niezaleznie od siebie

Rozwazmy ciag kilku doSwiadczen losowych. Bedziemy je nazywac probami niezalez-

nymi, gdy wynik kazdego z nich nie bedzie zalezal od wynikéw pozostatych.

I. Dwie proby niezalezne D i D, (np. D, — rzut kostka, D, — rzut monetg).

Niech .Q1 = {col‘, ,, ..., a)'n} i _(22 = {a)l”, )", ..., a)m"} beda zbiorami zdarzen elemen-

tarnych odpowiednio dla D, i D, za$ P, i P, niech bedg prawdopodobiefistwami okreslo-
nymi na zdarzeniach odpowiednio w zbiorach Qi Q..
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Potraktujmy te dwie proby jako jedno doswiadczenie D, polegajace na wykonaniu kolejno
préb D, i D,. Dla tak okreslonego nowego doswiadczenia D za zbior zdarzen elementarnych Q

przyjmiemy zbidr wszystkich par @ = (w‘_/.,a)"k ), gdzie w €Q, w/"' €2, j=12,....n
k=1,2,3,...,m:

0={o=(0.@) j=1.2,..n k=1.2,...m},
gdzie @/ i @, sa wynikami doswiadczen odpowiednio D i D,

Poniewaz proby D, i D, przebiegaly niezaleznie jedna od drugiej (w potocznym rozumie-

niu tego sfowa), wiec na zdarzeniach w zbiorze £ nalezy okre§li¢ prawdopodobienstwo P
tak, aby kazde dwa zdarzenia postaci:

A - ,w doSwiadczeniu D, zaszlo zdarzenie A7,
B - ,w doswiadczeniu D, zaszlo zdarzenie B,”

(A,C Q, B,C Q) byly niezalezne i aby P(A)=P,(A,)i P(B)=P,(B,).
Zdarzenia A, Bi AN B zapiszemy za pomoca symboli matematycznych nastepujgco:
A= {a): (a)j‘;a)k">; a)j.' S Al}, B= {a): (a)j‘, a)k"); W' € Bz},
AnB=lo=(w)0 ko A i o €B,}
Prawdopodobienistwo P okre§lone na zdarzeniach w zbiorze £ winno zatem spetniac
warunki:
1.P(ANB)=P(A)-P(B),
2.P(A)=P(A,),P(B)=P,(B,)
dla dowolnych zdarzen A C Qi B,C Q..
Warunki te sa podstawg twierdzenia:

Twierdzenie
Prawdopodobiefistwo P okreslone na zdarzeniach w zbiorze £2 spetnia warunki 1. i 2.

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdarzenia elementarnego @ = (a)_,.‘, a)k”) zachodzi row-

nosé P({(w;,co;')}) - P1<{a)j'}) -P,({@,"})

Dowo6d pomijamy.
Przyklad 1. Pewna winda ma dwa rdzne i niezaleznie pracujace systemy hamowania. W ra-
zie zerwania sie liny pierwszy system zatrzymuje winde z prawdopodobienstwem 0,995,
a drugi — z prawdopodobienistwem 0,998. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w razie zerwa-
nia si¢ liny winda zostanie wyhamowana.
Rozwigzanie:

Wyhamowanie windy oznaczmy liczbg 1, a niewyhamowanie — liczbg 0. Niezaleznymi
probami D, i D, sa tutaj: praca systemu pierwszego i praca systemu drugiego.
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14. Zbior zdarzen elementarnych dla do$wiadczen przebiegajacych niezaleznie od siebie

Z tresci zadania wynika, ze Q,=Q,={0,1}, za$ prawdopodobiefistwa P, i P, sa okre-
Slone na zdarzeniach odpowiednio w zbiorach 1 2, nastepujaco:

P({1})=0,995,P,({0})=0,005; P,({1})=0,998 P,({0})=0,002.

Praca obydwu systemow hamowania tej windy jest doswiadczeniem D, w ktorym zbio-
rem zdarzen elementarnych jest zbior Q2= {(O, 0),(0,1),(1,0),(1, 1)} Wobec niezalezno-

Sci pracy obu systemow prawdopodobienstwo P jest okreslone nastepujaco:

P({(0,0)})=~({0}) P,({0})=0.005-0,002=10"",

P({(0.1)})=P({0}) - 2,({1})= 0,005 - 0,998 = 0,00499,
P({(1.0)}) =P, ({1})- P,({0}) = 0,995 0,002 = 0,00199,
P({(1,1)}) =P ({1})- P,({1}) = 0.995 0,998 = 0,99301.

Zdarzenie, ze winda zostanie wyhamowana, oznaczmy przez A. Jest ono zdarzeniem
przeciwnym do zdarzenia, ze winda nie zostanie wyhamowana: A' = {(O O)}. Wobec tego

poszukiwane prawdopodobienstwo:

P(A)=1-P(A)=1-P({(0,0)})=1-10""=0,99999.

I. Trzy proby niezalezne D, D, i D, (np. D, —rzut kostkg, D, — rzut monetg, D, —rzut lotka
do tarczy).

Niech @ ={w!,0,,...0, }, 2,={0" 0, o'}l 2~{0" 0" . o} beda
zbiorami zdarzen elementarnych odpowiednio dla D, D,i D, za§ P, P,, P,— prawdopodo-
bienstwami okreS§lonymi na zdarzeniach w tych zbiorach.

Traktujac te trzy proby jako jedno nowe doswiadczenie D polegajace na wykonaniu ko-

lejno prob D, D, i D, otrzygmamy w nim zbiér zdarzen elementarnych

Q= {a): (a)l /', a),”'); w e w'e, w"e .(23}, gdzie @}, /", " sa wynikami od-
powiednio doswiadczen D, D, i D..

Poniewaz proby D, D, i D, przebiegaja niezaleznie od siebie (w sensie potocznym), wigc
prawdopodobienstwo P na zdarzeniach w zbiorze {2 musimy okresli¢ tak, aby kazde trzy
zdarzenia postaci:

A - ,w doswiadczeniu D, zaszlo zdarzenie A7,

B - ,w doswiadczeniu D, zaszlo zdarzenie B,”,

C - ,,w doswiadczeniu D, zaszlo zdarzenie C,”

(A, CQ,B,CQ,C,CQ)bylyniezalezne i aby P(A) = P,(A,), P(B)=P,(B,)
iP(C) =P3(C3>.

Prawdopodobienstwo P winno zatem spelniac nastepujace warunki:
1.P(ANB)=P(A)-P(B), P(BNC)=P(B)-P(C), P(CNA)=P(C)-P(A),

P(ANBNC)=P(A)-P(B) P(C),
2.P(A)=P(A,), P(B)=P,B,), P(C)="P,C,)dla dowolnych zdarzefi A, C Q,, B,C Q,,
C,cQ.,
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Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Prawdopodobienistwo P okreslone na zdarzeniach w zbiorze £2 spetnia podane warun-

ki 1.12. wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdarzenia elementarnego @ = (a)l.', /"W k‘”)

zachodzi rownos¢:

P({(e)0, 0} =P ({e})P{@)}]) £{er))

Dowd6d pomijamy.

Podobne rozwazania mozemy przeprowadzi¢ dla dowolnej, skoficzonej liczby prob nie-
zaleznych.
Przyklad 2. Trzej bracia: Bartek, Maciek i Tomek oddaja jednoczes$nie po jednym strzale
do tej samej tarczy. Bartek trafia z prawdopodobienstwem 0,6, Maciek — z prawdopodo-
bieAstwem 0,8, a Tomek — z prawdopodobienstwem 0,9. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze tarcza zostanie doktadnie dwa razy trafiona.
Rozwiazanie:

Trafienie oznaczmy liczba 1, nietrafienie za$, zwane pudlem - liczbg 0. Niezaleznymi
probami D, D, i D, sa tutaj: strzaly Bartka, strzaly Macka i strzaly Tomka.

7 treéci zadania wynika, ze zbiorami zdarzen elementarnych dla tych prob sg zbiory:
Q,={0,1},2,={0,1}i2,= {0, 1}, a prawdopodobiefistwa odpowiednio P, P, i P, sa okre-
§lone na zdarzeniach w tych zbiorach nastepujaco:

P({1})=0.6, P({0})=04,
P,({1})=0.8, P,({0})=0.2.
P({1})=0.9, P,({0})=0.L

Strzaly calej trojki braci to doswiadczenie D, w ktorym zbiorem zdarzen elementarnych
jest zbior 2= {(O 0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0).(0, 1, 1),(1,0,1),(1,1, 1)}, gdzie
w kazdej z wystepujacych tu trojek pierwsza cyfra opisuje wynik strzalu oddanego przez
Bartka, druga — wynik strzalu Macka, a trzecia — wynik strzatu Tomka.

Wobec niezaleznosci strzatow kazdego z trzech braci prawdopodobiefistwo P jest okre-
Slone nastgpujaco:
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14. Zbior zdarzen elementarnych dla do$wiadczen przebiegajacych niezaleznie od siebie

P({(1,1,0)}) =P, ({1})- P,({1})- P,({0}) = 0.6-0.8-0.1 = 0,048,
P({(0, 1, 1)})=P({0})-P,({1})- P,({1})=0.4-0.8-0.9=0.288,
P({(1.0.0})=A({1}) P,({0})- P,({1})=0.6-02-0.9 = 0,108,
P({(1,1,0)}) =P ({1})-P,({1})- P,({1}) = 0.6-0.8-0.9 = 0,432,

Zdarzeniu A, polegajacemu na tym, ze tarcza zostanie trafiona doktadnie dwa razy,

sprzyjaja zdarzenia elementarne: (1,1,0),(1,0,1)i(0, 1, 1). Zatem poszukiwane prawdo-

podobienstwo:

P(A)=P({(1.1.0)}) +P({(1, 0.1)}) +P({(0. 1, 1)}) =

=0,048 + 0,288 + 0,108 = 0,444.

Pytania i zadania

1.

Mamy dwie torby orzechow: w jednej sa orzechy laskowe, w drugiej — wloskie.
Wyjmujemy jeden orzech laskowy i dwa wloskie. Prawdopodobienstwo, ze wyjety orzech
laskowy okaze si¢ pusty, wynosi 0,125, zas$ ze wyjety orzech wloski okaze si¢ pusty — wy-
nosi 0,1. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wyjmiemy choc jeden orzech petny?
Dwaj strzelcy trafiaja do tej samej tarczy z prawdopodobienstwami odpowiednio 0,83
10,87. Strzeley ci oddali po jednym strzale niezaleznie od siebie. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze:

a) oddane zostaly dwa strzaly celne;

b) oddany zostatl co najmniej jeden strzat celny;

¢) nie oddano ani jednego celnego strzatu.

Na odcinku drogi ustalonej diugosci samochod przejezdza przez trzy skrzyzowania z sy-
gnalizacja Swietlng niezsynchronizowang. Zdarzenia polegajace na niezatrzymaniu si¢
na poszczego6lnych skrzyzowaniach sa niezalezne od siebie i ich prawdopodobienstwa
wynoszg odpowiednio: p = 0,6, p,= 0,5, p,= 0,6. Oblicz prawdopodobienistwo przeje-
chania przez te trzy skrzyzowania bez zatrzymania sie.

Dwa agregaty pradotworcze pracuja niezaleznie od siebie. Prawdopodobienstwo wy-
stapienia awarii w pewnym okresie 7 u pierwszego z nich wynosi 0,2, a u drugiego
z nich 0,3. Oblicz prawdopodobienstwo wystapienia awarii w tym okresie w obu agre-
gatach jednoczes$nie.

. Robotnik obstuguje trzy maszyny. Prawdopodobienstwo tego, ze w pewnym czasie ma-

szyny nie wymagaja obstugi wynosi: 0,9 dla pierwszej, 0,8 dla drugiej i 0,85 dla trzeciej.
Maszyny te pracuja niezaleznie od siebie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w pew-
nym czasie:

a) zadna z maszyn nie wymaga obstugi;

b) wszystkie maszyny wymagaja obslugi.
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6. Turysta chce rozpali¢ ognisko, majac jedynie dwie zapatki i wiedzac, ze w danych wa-
runkach prawdopodobienstwo rozpalenia ogniska kazda z nich jest rowne 0,6,
a natomiast prawdopodobienstwo rozpalenia ogniska dwiema zigczonymi zapatkami
jest rowne 0,85. Ktory z tych dwoch sposobdw daje turyScie wigksze szanse na rozpa-
lenie ogniska?

7. Trzech zawodnikow oddato po jednym strzale rownoczesnie do tej samej tarczy. Strze-
lali oni niezaleznie od siebie. Prawdopodobienstwa trafienia w jednym strzale dla tych
zawodnikow sg rowne odpowiednio: 0,1, 0,2 1 0,5. Jakie jest prawdopodobienstwo co
najmniej jednego trafienia?

15. Schemat Bernoulliego

Kazde doswiadczenie losowe, ktore moze zakonczy¢ si¢ tylko dwoma wynikami, okre-
§lamy mianem proby Bernoulliego (czytaj: Bernuliego). Jeden z tych wynikOw nazywamy
umownie sukcesem, a drugi — porazka.

Przyktady prob Bernoulliego:

— rzut monetg symetryczna; jesli wypadnigcie orfa uznamy za sukces, to wypadnigcie resz-
ki oznaczac bedzie porazke;

— rzut szeScienna kostka do gry; za sukces mozemy przyja¢ wypadnigcie parzystej liczby
oczek, a za porazke — wypadnigcie nieparzystej liczby oczek;

— strzelanie do tarczy; sukcesem tutaj bedzie trafienie do tarczy, zas porazka — spudiowanie;

— wycigganie jednej karty z talii 52 kart do gry; za sukces mozemy uznac wyciggnigcie asa,
za porazke — wyciagnigcie dowolnej innej karty.

Probe Bernoulliego mozemy powtarzac wiele razy. Powtorzenia proby nazwiemy nie-
zaleznymi, jeSli prawdopodobienstwo sukcesu w kazdym z tych powtorzen bedzie takie
samo.

Bernoulliego.

)

Ciag n niezaleznych powtdrzen tej samej proby Bernoulliego nazywamy schematem n pr()bJ

Przyktady schematow Bernoulliego:

— n-krotny rzut moneta symetryczna;

— wielokrotne losowanie, ze zwrotem po kazdym losowaniu, kuli z urny zawierajacej roz-
roznialne kule, na przyktad biate i czarne;

— n-krotny rzut dwiema kostkami szeSciennymi do gry;

- obserwacja ptci noworodkow.

Sukces proby Bernoulliego oznaczaé bedziemy przez A, prawdopodobienstwo tego
sukcesu — przez p, za$ porazke — przez A', a jej prawdopodobienstwo — przez g. Oczywiscie
wtedy p+g=1,czylig=1-p.

Jezeli probe Bernoulliego powtdrzymy N razy, to sukces moze nie pojawic sie wcale
badz moze pojawic si¢ raz, dwa razy ... albo N razy (czyli w kazdej probie).
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15. Schemat Bernoulliego

Powstaje pytanie, z jakim prawdopodobienstwem w schemacie N prob Bernoulliego
sukces pojawia si¢ k razy (k=0,1,2,...,N)? Prawdopodobiefistwo to oznacza¢ bedziemy
symbolem PN(k), a wzOr na nie podat na poczatku XVIII wieku Jakub Bernoulli.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Prawdopodobiefstwo PN(k) zdarzenia, ze w schemacie N prob Bernoulliego sukces po-
jawia si¢ k razy, wyraza si¢ wzorem:

P‘N(k):<]]¥>pk-qN_kdlak:0,1,2,...,N,

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu, za§ g — porazki ( ptqg= 1).

S

(J Dowdd. Zdarzeniami elementarnymi w schemacie N prob Bernoulliego sa N-wyrazo-
we ciaggi (x1 i ...,XN) o wyrazach réwnych A lub A' (sukces lub porazka).

Wobec niezaleznosci powtdrzen proby N razy prawdopodobienstwo kazdego zdarze-
nia elementarnego = (xl Xy X, ), w ktorym k wyrazéw jest rownych A, wynosi
pA : q“\' - Wszystkie te zdarzenia elementarne sprzyjaja zdarzeniu, ktorego prawdopodo-
bienstwo P, (k) chcemy wyznaczy¢ i jest ich tyle, ile sposobow wyboru k wyrazow sposrod

N wyrazow x, x,, ..., x,, czyli (f) Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo P, (k) wy-

nosi(]]g)pk'q'w ‘@B

Przykiad 1. Rzucamy 4 razy kostka szeScienna do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
szOstka wypadnie 2 razy?

Rozwiazanie:

Mamy tutaj schemat 4 prob Bernoulliego. Sukcesem A w jednej prébie jest wypadnie-

cie szostki, wiec p = %, q= % Zgodnie z podanym wzorem otrzymujemy:

. 2 2 o)
_(A\L) (3. L 5 _ 25
PC)=(3)6) (§) =0 5 i
25

Odpowiedz: Szukane prawdopodobienstwo wynosi 216"

Przyklad 2. Co jest bardziej prawdopodobne: wygraé z rownorzgdnym przeciwnikiem 3 par-
tie z 4 partii czy 5 z 8 partii?
Rozwiazanie:

W pierwszym przypadku mamy do czynienia ze schematem 4 prob, a w drugim — ze
schematem 8 prob Bernoulliego. W obu przypadkach sukcesem w pojedynczej probie jest
wygrana, a porazka — przegrana.

Z tresci zadania wynika, ze p =g = l. Nalezy poréwnac liczby P,(3)i1 P(5).
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”Tyj i
(34 (3)-

Widzimy teraz, ze P,(3) = 382 372 P(5).

Odpowiedz: Bardziej prawdopodobne jest wygra¢ 3 partie z 4 niz 5 z 8 partii.

-

1
2 K
-7
35

(

Przyklad 3. Z urny, w ktorej znajduja si¢ dwie kule biale i trzy czarne, losujemy 5 razy
po dwie kule, zwracajac za kazdym razem wylosowane dwie kule do urny. Jakie jest praw-
dopodobienistwo trzykrotnego wylosowania pary kul r6znego koloru?
Rozwiazanie:

Doswiadczenie opisane w zadaniu jest schematem 5 prob Bernoulliego. Sukcesem w po-
jedynczej probie jest wylosowanie pary kul ré6znokolorowych i zachodzi on z prawdopodo-
biefstwem:

6,

N

, 3 2
Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo P(3) = (g)(%) (%) =0,3456.

Odpowiedz: Pare kul réznego koloru wyciagamy trzy razy z prawdopodobienstwem 0,3456.

Przyktad 4. Prawdopodobienstwo trafienia do celu jednym strzalem wynosi 231— Do celu od-

dano niezaleznie 6 strzaléw. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze cel zostanie trafiony:
a) jeden raz,
b) co najmniej raz,
C) €O najwyzej raz.
Rozwiazanie:
Mamy tutaj do czynienia ze schematem 6 prob Bernoulliego, ktorego sukcesem w po-

jedynczej probie jest trafienie do celu i prawdopodobienistwo sukcesu wynosi p = %

Zgodnie ze wzorem na PN(k) obliczamy:

0 0)=(5) (3] (3] = s = 00048
b) P(k=1)=1-P(0)=1~ (8) : (%)ﬁ- <%>6: 1-0,0002 =0,9998;

) P(k<1)=P,(0)+P,(1)=0,0002+0,0044 = 0,0046.
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16. Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego

Pytania i zadania

1.

Podaj okre§lenia:

a) proby Bernoulliego,

b) schematu Bernoulliego.

Podaj wzor na prawdopodobienstwo k sukcesow w schemacie N prob Bernoulliego.
Rzucamy 5 razy kostka szeScienng do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wypadnigcia
piatki co najmniej 2 razy.

Rzucamy 9 razy monetg symetryczng. Oblicz prawdopodobienstwo wypadnigcia resz-
ki 4, 5 lub 6 razy.

Trzej bracia: Bartek, Maciek i Tomek losuja codziennie, ktory z nich pojedzie rowerem
do sklepu po zakupy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciggu najblizszych 12 dni Ma-
ciek pojedzie po zakupy do sklepu:

a) wigcej niz 5 razy,

b) mniej niz 4 razy?

W schemacie 4 prob Bernoulliego prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej jedne-

go sukcesu wynosi % Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu w jednej pro-

bie?

W zajezdni tramwajowej jest 12 tramwajow, z ktorych kazdy codziennie wyjezdza
do miasta z prawdopodobienistwem 0,8. Oblicz prawdopodobienstwo normalnej pra-
cy zajezdni w najblizszym dniu, jezeli normalny ruch wymaga co najmniej 8 kursujacych
tramwajow.

. Aby zakwalifikowac si¢ do kadry, zawodnik musi otrzymaé pozytywny wynik z co naj-

mniej czterech sposrod siedmiu testow. Jezeli bedzie przygotowywal sie do wszystkich
testow, to prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu w kazdym z tych testow jest jedna-

kowe 1 wynosi % Jezeli bedzie przygotowywal sie do pigciu testow, to odpowiednie praw-
dopodobienstwo odniesienia sukcesu w kazdym z tych pigciu testow bedzie rowne %
Jesli za$ bedzie si¢ przygotowywal do czterech testow, to prawdopodobienstwo odnie-

sienia sukcesu w kazdym z tych czterech testow wyniesie % Ktory z trzech wymienio-
nych sposobow przygotowywania si¢ jest dla zawodnika najkorzystniejszy?

16. Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego

Wiemy juz, ze w schemacie N préb Bernoulliego sukces uzyskujemy k razy z prawdo-

podobienstwem:

)P (k)= )p ¢ " k=0,1,2,3,....N,
! k

gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu w jednej probie.

Ktorazliczb: 0,1, 2,3, ..., N sukceséw w tym schemacie jest najbardziej prawdopodob-

na, czyli inaczej, ktora z liczb P, ( k) okreslonych wzorem () jest najwicksza?
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Gdy p = 0lub p = 1, odpowiedz otrzymujemy natychmiast: jest to 0, gdy sukces w jednej pro-
bie jest zdarzeniem niemozliwym (p = 0), lub N, gdy jest on zdarzeniem pewnym (p = 1).

Szukajac wiec najbardziej prawdopodobnej liczby sukcesow w schemacie N prob Bernoullie-
go, czyli takiej wartosci k, sposrod 0, 1,2, 3, ..., N, dla ktérej prawdopodobiefistwo P, (&, ) jest
najwigksze, zaktadamy, ze p # 01 p # 1 (to znaczy, ze sukces w pojedynczej probie nie jest zda-

P, (k+1
rzeniem niemozliwym i nie jest zdarzeniem pewnym). W tym celu zbadajmy iloraz Jﬁ((k—)>
N
Obliczamy:
N ket N=(k+1)

Py(k+1) \k+1)P B N K(N=-K)! p N—k p

P (k) (g)pk.qwk (k+1);[N_(k+1>]! N! 9" k+1 a@

Wobec tego:

Py(k+1) N—k p

PN(k) > <:>k—+1‘ q>l®k<<N+1)p—l,Zaé

P/\"(k + l )
Py (k)
Stad wynika, ze:

(1) P (k+1)>P (k) dla k<(N+1)p—1,

<lek>(N+1)p-1

() Py(k+1)<P(k) dla k>(N+1)p—L
Zatem ciag P, (k) jest:

—rosnacy dlak < (N+1)p—1,

~malejacy dlak>(N+1)p— L

Sposrod liczb catkowitych k spelniajacych nierownosc & < (N +1) p— 1 najwigksza jest
liczba [(N +1) p] —1, za§ sposrod liczb catkowitych k spelniajacych nieréwnosc
k>(N+ 1) p— 1 najmniejszg jest liczba [(N+ 1) p] —1([x] oznacza tutaj tzw. czes¢ catko-
wita liczby x).

Biorac to pod uwage, a takze uwzgledniajac nierownosci (1) i (2), otrzymujemy wniosek:
Whiosek. Jezeli (N + l) p nie jest liczba calkowita, to najbardziej prawdopodobna liczba suk-
cesOw w schemacie N prob Bernouliego jest [( N+1) p] (cz¢§¢ calkowita liczby (N + 1) p ).

Jezeli( N+ 1) p jest liczba calkowita, to najbardziej prawdopodobnymi liczbami sukcesow
w schemacie N prob Bernoulliego sa liczby (N+1)p =11 (N +1)p i prawdopodobiefistwa
ich sa rowne.

Przyklad 1. Rzucamy 10 razy kostka szescienna do gry. Jaka jest najbardziej prawdopodob-
na liczba wyrzuconych szostek?
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17. Elementy statystyki opisowej

Rozwigzanie:

Mamy tutaj schemat 10 préb Bernoulliego, w ktorym sukcesem pojedynczej proby jest

wypadnigcie szostki i zachodzi on z prawdopodobienstwem p = % Poniewaz(N+1) p = %

11

i ?] = 1, wigc najbardziej prawdopodobna liczba wyrzuconych szostek w dziesigciu rzu-

tach kostka jest 1.

Przyklad 2. Rzucamy 2 n razy symetryczng moneta. Jaka jest najbardziej prawdopodobna
liczba otrzymanych ortow?

Rozwigzanie:

Doswiadczenie to jest schematem 2 n prob Bernoulliego, gdzie sukcesem w pojedynczej
probie jest wypadniecie orta. Zatem p :% i N=2n, wicc (N+1)p=(2n+1) %

(2n + 1) : % = [n + % = n. Wobec tego najbardziej prawdopodobna liczba wyrzuconych

ortow w 2n rzutach symetryczna moneta jest n.

i

Przykiad 3. Strzelajac do tarczy, trafiasz do celu za kazdym razem z prawdopodobien-
stwem 0,9. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba twoich trafnych strzalow w serii 99
strzalow?
Rozwiazanie:

Mamy tutaj schemat 99 prob Bernoulliego, a prawdopodobienstwo sukcesu w pojedyn-

czej probie wynosi p = 0,9. Poniewaz (N + 1) p=100- % =90, wigc najbardziej prawdopo-
dobnymi liczbami celnych strzatow sa liczby 89 1 90.

Pytania i zadania

1. Oblicz najbardziej prawdopodobna liczb¢ wypadniecia pigtki w 100 rzutach kostka
do gry.

2. Oblicz najbardziej prawdopodobna liczb¢ wypadnigcia reszki w 20 rzutach symetrycz-
ng moneta.

3. Rzucamy kostka do gry. Sukcesem w pojedynczym rzucie bedzie wypadniecie parzystej licz-
by oczek. Oblicz najbardziej prawdopodobna liczbe sukcesow w serii 99 rzutow kostka.

4. Pewna fabryka produkuje nakretki i w kazdym tysiacu ich sztuk jest 15 wadliwych. Jaka be-
dzie najbardziej prawdopodobna liczba wadliwych nakretek w partii liczacej 3000 sztuk?

17. Elementy statystyki opisowej

Ze statystykg mamy do czynienia bardzo czesto. Z prasy, radia i telewizji docieraja do
nas informacje na temat poziomu zatrudnienia, zarobkéw, produkcji przemystowej, liczby
oddanych do uzytku mieszkan, wypadkow komunikacyjnych itp. Sa to tak zwane dane sta-
tystyczne.

Statystyka jest nauka, ktoéra odpowiada na pytania, jak takie dane zbierac i jak je opra-
cowywac, aby nastgpnie uzyskiwac z nich wiarygodne wnioski.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

O sposobach przedstawiania danych statystycznych i poprawnym odczytywaniu ich z wy-
kresow, tabel i diagramow uczyliScie si¢ juz w gimnazjum. PoznaliScie wowczas miedzy in-
nymi takie pojecia jak $rednia arytmetyczna i mediana. Powrocimy do nich teraz, a takze
poznamy kilka nowych, ilustrujac je przyktadami.

Srednia arytmetyczna

Pojecie to znamy dobrze. Styszymy przeciez w szkole o Sredniej ocen ucznia, Sredniej
ocen klasy, Sredniej frekwencji. Mowi si¢ takze o Srednim zuzyciu paliwa przez samochod,
$redniej zarobkéw w firmie, Sredniej temperaturze w danym miesiacu itd.

Srednia arytmetyczna 1 liczb X, Xy X5, ..., X, Nazywamy liczbe rowna:

X, FX,FX X
< n
7 :

Liczbe te nazywac tez bedziemy krotko — $rednig 1 oznacza¢ symbolem x. Srednia ta ma

nastepujace wlasnosci, ktore utatwiaja jej obliczanie:

1. Gdy kazda z liczb x, x., ..., x, zmniejszymy (lub zwigkszymy) 0 a, to Srednia tych liczb
takze zmniejszy si¢ (lub zwigkszy) o a.

2. Srednia n liczb réwnych a jest réwna a.

Oto przyktady dotyczace definicji i jej wlasnosci:

1. Srednia arytmetyczna liczb -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 wynosi:
(=3)+(=2)+(-1)+0+1+2+3
) 7 7

2. Srednia arytmetyczna liczb 101,102, 103,104, 105 jest rOwna:

101+102+103+104+105 _1+100+2+100+3+100+4+100+5+100 _
5 B 5 B

:”2*2*‘”5+100=3+1oo:103.
3. Srednia arytmetyczna liczb 13,13,13,13, 13 wynosi 13.

Srednia wazona
Srednia arytmetyczna obliczamy zazwyczaj wtedy, gdy opracowujac dane statystyczne, chee-
my scharakteryzowac pewien caly ich zestaw. Jednak czasami niektore z tych danych majg wigk-
sze znaczenie od innych. Wowczas, cheac to uwzglednié, obliczamy tak zwana Srednig wazona.
Przyklad 1. W pewnej dwudziestoosobowej klasie wystawiono na pierwszy semestr naste-
pujace oceny z matematyki: 4,3,3,4,4,5,5,4,3,3,6,5,5,6,4,4,2,2,5, 6. Jesli je zestawimy
wedlug ocen, otrzymamy: 2 dopuszczajace, 4 dostateczne, 6 dobrych, 5 bardzo dobrych
i3 celujace; fatwiej teraz bedzie obliczy¢ Srednia tych ocen:
V= 2~2+3-4+42-O6+5~5+6-3 - 415,
Srednia te mozemy zapisaé takze nastepujaco: X =2 - 2%) +3- % +4- 2—60 +5- % +6- %,

przy czym liczby: %, 200207 %, 2—30 oznaczajg czestosé, z jaka pojawiaja sie w calym zesta-
wie ocen odpowiednio oceny: dopuszczajaca, dostateczna, dobra, bardzo dobra i celujaca.
Tak zapisana §rednia nazywa si¢ Srednig wazona ocen 2, 3, 4, 5, 6, za$ wymieniona ich cze-
sto$¢ nazywa si¢ waga tych ocen. Opisuje to definicja:
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17. Elementy statystyki opisowej

(Z : . X p : . 2
Srednia wazona liczb x ,x,, ..., x, z ktorych x, powtarza si¢ n, razy, x, powtarza si¢ n, ra-
zy, x, powtarza si¢ n, razy itd. ..., x, powtarza si¢ n, razy, gdzie n,+n,+ ... +n, = n, nazy-
wamy liczbe (ktora oznaczaé bedziemy takze symbolem x) rowna:

n n n, n, n,

n, . . .
XXy gt X - W ktorej czestos¢ 47, 5 ... 1 jest waga odpowiednio liczb

X Xgs ey X

J

Przyklad 2. W mieszance N kg cukierkow jest: n, kg cukierkow po x, z za 1 kg, n, kg cukierkow
pox,ztzalkg,...,n, cukierkow po x, zt za 1 kg. Jaka powinna by¢ cena 1 kg tej mieszanki?
Rozwigzanie:

Oznaczmy szukana ceng 1 kg tej mieszanki cukierkow przez x. Wowczas wartosc calej
mieszanki bedzie wynosita N - x. Jesli za§ wezmiemy pod uwage skiad mieszanki, ma ona
warto§¢ n, x,+n, x,+ ... + n, x,. Stad zapisujemy rownanie:

N~x—n X, +n, X,+...+n,x, ktorego rozwigzaniem jest:

+X,- N

XA N 2 N K N
Widzimy wiec, ze cena 1 kg tej mieszanki powinna by¢ srednig wazong cen jej skfadni-
. - . . .. h n n
kow, czyli liczb: x,,x,, ..., x,, z wagami odpowiednio: Wl, WZ, s Wk

Grupowanie danych i ich Srednie
Podzielmy zestaw danych x,,x,,...,x, na dwie grupy odpowiednio n, i n, liczb, gdzie
n,+ n,=n, a nastepnie obliczmy Srednie wazone X1 x, liczb w tych grupach. Wowczas Sred-

nig wazona x wszystkich n liczb x x,, mozemy oblicza¢ ze wzoru:

Xy
(5) X =3+, T2

Srednia x ]CSt wiec Srednia wazong liczb x| i x,. Zauwazmy przy tym, ze:
¥ € (%;5%,), gdy % <Fy;

X € (x,:x,), gdy x> X,

X, tx,
X=—> —5—=, gdyn,=

Przyklad 1. Turysta wybral sie na dwudniowa wycieczke, ktora podzielit na kilka etapow.
W pierwszym dniu przebyl cztery etapy po 5 km kazdy, a w drugim — szeS¢ etapow po 3 km
kazdy. Jaka byta Srednia dlugoSc¢ etapu te] wycieczki?

Rozwiazanie:

Podstawiajac wystepujace tu dane do wzoru (), otrzymujemy: x = 5 - TG +3- % =3,8. Za-
tem Srednia dlugosc etapu tej wycieczki wynosi 3,8 km.

Zbior n liczb mozemy oczywiscie podzieli¢ na wiecej grup, na przykiad na k grup (k > 3),
po odpowiednio n,,n,, ..., n, liczb w kazdej z nich. Wowczas Srednig wazona x tych n liczb

obliczamy ze wzoru:
n n,

n . . , . . . L.
(#x) X=X, 74 +X, 7% + ... T X, 57 gdzie x, jest Srednig wazona n, liczb i-tej grupy

n
(i=1,2,3,....k).

293

C)/



VI. Elementy rachunku prawdopodobierstwa

Przykiad 2. Pewna dwudziestoosobowa sportowa klasa licealna udata si¢ do szkolnego ga-
binetu lekarskiego na badania, podczas ktérych zmierzono miedzy innymi wzrost kazde-
go ucznia. Wyniki pomiaru w centymetrach przedstawia tabelka:

C Lpft2[3[4[576 789 10/11/12[13[14]15[16/17[18[19]20
‘Wzrost|171/172/168| 181 180 169 167163 175 174 178/ 164/177/170 /171 /182|174 178 178/ 183

Ryc. 6.6.

Uporzadkujmy wyniki rosnaco:
163,164, 167, 168, 169, 170, 171, 171, 172, 174, 174, 175, 177, 178, 178, 178, 180, 181, 182,

183, a nast¢pnie podzielmy je na cztery grupy odpowiadajace przedziatom: <160; 170);

<170; 175); <175; 180); (180;185). Obliczmy czestos¢ kazdego z wynikow. Poniewaz
w pierwszej grupie znalazlo si¢ 5 wynikow na 20, wiec czesto$¢ w tej grupic wynosi ZLO
W drugiej grupie mamy 6 wynikow, w trzeciej 5, a w czwartej 4, wigc czestosé w grupie jest

odpowiednio rowna: %, ZiO i 2i0 Srednie arytmetyczne wynikow pomiaru w kolejnych czte-

rech grupach wynosza:
= 163+164+167+168+169 _160+3+160+4+160+7+160+8+160+9 _
1 5 - 5 =

:160+3+4+g+8+9:16O+6,2:166,2;
.- 170+171+1712172+174+174:170+1+1+%+4+4:170+2:172;

x,}:175+177+1;8+178+178:175+2+3;3+3:175+2,2:177’2;

%= 180 + 181 Z 182 + 183 =18 +%: 180+ 1,5 =181,5.

Zatem Srednia wazona liczb X, x, x,1 X, :

je]

%= D .6 S - S
X=166,2 55+ 172 55+ 177,255 + 181,555 =

-1 _ 3475 _
=55 (831+1032+886 +726) = =55 ,
1 stanowi Sredni wzrost uczniow tej klasy.

Mediana i dominanta

Zatozmy, ze mamy skonczony zbior liczb: {xl,xz, ...,x”}. Uporzadkujmy je rosngco:
X, <x,<x;<...<x,. Mediang albo Srodkowa tego zbioru nazywamy:
a) liczbg Srodkowa w tym zbiorze, czyli liczbe Xutl, gdy n jest liczbg nieparzysta;

b) Srednig arytmetyczng liczb Srodkowych, to znaczy liczbe %(xﬁ + x£+l>, gdy n jest liczba
2 2

parzysta.

Gdy n =2k + 1, wowczas mediang zbioru {xl Xy Xy ey Xy, ,xuﬂ} liczb uporzadkowa-
nych rosngco:

X, <x,<xy< L. <X, < <X, <. <X, <X,,,, Jestliczbax, .

liczba

k liczb srodkowa k liczb
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17. Elementy statystyki opisowej

Gdy n = 2k, to mediana zbioru {xl,xz, ...,x”} liczb uporzadkowanych rosnaco:

X, <x,< ... <xk_l<m<xk+2< s <Xy,
_ —

- liczby .
k=1 liczb érodkowe k-1 liczb

) . X, tXx
jest liczba |=——+

Nazwa ,mediana” pochodzi od lacifskiego stowa medianus, co oznacza: Srodkowy.
Rozpatrzmy pojecie mediany na przykltadach:
1. Mediang zbioru {8, 6,2,1,3,7, 5} jest 5, poniewaz po uporzadkowaniu tych siedmiu liczb
mamy:

1,2,3,3,6,7,8.

liczba
srodkowa

2. Mediang zbioru {1 1,2,7,5,13, 3} jest 6, bo po uporzadkowaniu tych szesciu liczb mamy:
2,3.[5,7), 11,13, czyli dwie liczby srodkowe, ktorych Srednia arytmetyczna to:

liczby
srodkowe

5+7 _
T_6'

Mediana ma podobne wlasnoSci jak Srednia arytmetyczna:

1. Jezeli wszystkie liczby danego zbioru skoficzonego liczb zwigkszymy (lub zmniejszymy)
o te samg liczbe, to mediana tego zbioru takze zwigkszy si¢ (lub zmniejszy) o te liczbg.

2. Mediana liczb réwnych a jest rowna a.

Oto przyktady:

1. Temperatura w siedmiu kolejnych dniach tej zimy wynosifa w Toruniu odpowiednio:

-7°C,—13°C,-5°C, 0°C, 2°C, 4°C, 6°C.

Mediana tych temperatur jest rowna 0°C. Chcac je wyrazi¢ w stopniach Kelvina, trze-
ba do kazdej z nich doda¢ 273,15. Zatem mediana tych temperatur w kelwinach wyno-
s1273,15.

2. Mediana liczb 2004, 2004, 2004, 2004 wynosi 2004.

Warto zauwazy¢, ze gdy w danym zbiorze jest ich parzysta liczba, to polowa z nich jest

mniejsza od mediany danego zbioru, a potowa — od niej wigksza. Istotnie, jesli mamy zbior

{xl,xz, ...,XZH}, gdzie x, <x,<...<x,_ <x,<x,  <x . <..<x,,t0]ego mediana jest, jak

+ n+2

wie l'cbax”—ﬂc”—”M zemy teraz wykazaé, ze gdy x < to x <X”+—x”*—‘<x
my, licz 5. Mozemy teraz wykaza, ze gdy x,<x,, , ., 5 r
Na przyktad:

1. Mediana liczb: 2,4, 6, 8,10, 12 to 6 er 8 - 7; potowa z tych liczb jest mniejsza, a polowa

wicksza od 7.

2. Medianag liczb: 2,3,5,7, 11.13,17 jest 7, za$ zaréwno liczb mniejszych, jak i wigkszych
od 7 jest mniej niz potowa podanych liczb. Przyktad ten pokazuje, ze zalozenie o ich pa-
rzystej liczbie w zbiorze jest istotne.

Dominanta w badanej grupie danych nazywamy t¢ dang, ktora w tej grupie wystepuje
najczesciej. Wérod niektorych danych moze wystepowac wiele dominant.
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Na przyktad:

1. Wsrdd liczb: =2, 1,3, -1, 1,2, 4, 1 dominanta jest 1.

2. Wsrod liczb 1,2, 2,2, 3,4,4,4,5,6,6,6,7 dominantami sg liczby: 2, 4, 6.
Dominanta ma podobne wtasciwosci jak mediana i Srednia.

Wariancja i odchylenie standardowe

Przyktad 1. W dwoch rownoleglych klasach Ia i Ib pewnego liceum przeprowadzono ten
sam sprawdzian z matematyki. Uczniowie mieli do rozwigzania 10 zadan. Wyniki sprawdzia-
nu (liczb¢ rozwigzanych zadan) przedstawiono w diagramach stupkowych (ryc. 6.7).

czestose
8 klasa Ia
7
6
5
4
3
2
|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 | | I | liczba
2 rozwigzanych
zadan
3
4
5
6
7
8
L klasa Ib
czestosé

Ryc. 6.7.

Zauwazcie, ze w obu klasach Srednia liczb rozwiazanych zadan jest taka sama i wyno-
si6, cho¢ w Ia znakomita wigkszos¢ uczniow rozwigzala liczbe zadan zblizong do Sredniej,
za$ w Ib liczby te sg bardziej zr6znicowane. Wyniki sprawdzianu w klasie Ib sa, wediug
statystycznego terminu, bardziej rozproszone niz w klasie Ia.

Zobaczmy teraz, czy to rozproszenie przeklada si¢ na wyzsza Srednig ocen ze spraw-
dzianu w klasie Ia. Przyjmijmy, ze uczen otrzymuje ocene:

—bardzo dobrg (bdb) za rozwigzanie 10 lub 9 zadan,
—dobra (db) za rozwigzanie 8 lub 7 zadan,
— dostateczna (dst) za rozwigzanie 6 lub 5 zadan,
— dopuszczajaca (dop) za rozwigzanie 4 lub 3 zadan,
—niedostateczng (ndst) za rozwigzanie mniej niz 3 zadan.
W Klasie Ia byl taki oto zestaw ocen: 4 bdb, 9 db, 13 dst i 4 ndst, ktorych $rednia x| =

=5- % +4- % +3- % +1- ?45 = % = 3,30, w klasie Ib zas otrzymaliSmy nastgpujacy zestaw
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17. Elementy statystyki opisowej

0 4,3 .39, T,
=S 3gt4 33 3pt23pt

30 - 100 = 3,33. Widzimy zatem, ze uczniowie kla-

ocen: 9bdb, 3db, 9 dst, 7dop i 2 ndst, kt(’)rych Srednia x, +3-

2 _ 1
+1 55 =545+ 12+27+14+2)=

sy Ib lepiej wypadli w tym sprawdzianie niz uczniowie klasy Ia. Nie w kazdym jednak ba-
daniu statystycznym rozproszenie danych mozna tak fatwo dostrzec. Wowczas trzeba
zmierzy¢ rozproszenie za pomoca: rozstepu, wariancji i odchylenia standardowego.

[Rozstgpem liczb x,,x,, ..., x, nazywamy réznicg migdzy najwigksza i najmnicjszg tych liczb.) \j

Na przykiad rozstepem liczb rozwigzanych zadan w klasach Ia i Ib jest ta sama liczba,
mianowicie 10 = 10 — 0, mimo Ze rozproszenia liczb rozwigzanych zadan przez uczniow tych
klas sg rézne.

Rozstep jest wiec niedokladna miarg rozproszenia liczb, poniewaz przy jego oblicza-
niu bierze sie pod uwagg jedynie najwigksza i najmniejsza sposrod danych liczb, pomija-
jac posrednie. Dokladniejsza miarg rozproszenia liczb jest wariancja.

( . . . , . . \
Wariancja liczb x|, x,, ..., x,, z ktOrych x powtarza si¢ n, razy, x, powtarza si¢ n, razy, ...,

x, powtarza si¢ n, razy, gdzie n +n,+ ... +n = n, nazywamy liczbe oznaczona symbolem

O

i . L
S71 okreslong wzorem

9 2 n 2 n 2 n
2_ . 1 - 2 - k
(*)S —(Xf‘X) -W+(x2—x) 'T+...+(X,—X) T
S . . . non, "
Lgdme X jest Srednia wazong liczb x, x,, ..., x, z wagami odpowiednio s s T
J/

Widzimy zatem, ze w okreSleniu wariancji wystepuja wszystkie dane x, x,, ..., x,, wigc
jej warto§¢ zalezy od kazdej z nich, nie za$ tylko od niektorych, jak dzieje si¢ przy
wyznaczaniu rozstepu.

Przyklad 2. Obliczmy wariancje liczb zadan rozwiazanych na sprawdzianie w klasach: Ia
i Ib (zob. przyktad 1).
Wariancja w klasie Ia:

S (1-6) 2+ (2-6) 2 +(5-6) A +(6-6) 2 +(7-6) 2+

! 30 30" 30 30 30
3 ) 2 9

+(8- 6) 55 +(9-6) 55+ (10-6) 55 =

(25241624 1-840-5+1-6+4-3+9-2+16-2)=

%(50 +3248+0+6+12+18+32)= 135—8 5 14,5, za$§ wariancja w klasie Ib:

2 1 2 2 6 1 4
S;=(0~ 6) 30+ (- 6) 30 +(3-6) 35+ (4- 6) 30 F(5-6) 35+

> 5 ) > 3

+(6-6) 55+ (7- 6) 3() +(8-6) _()+( ) +(10 - )'E'

=35(36+2549-6+444+0-5+1+42+96+16" 3)

= (3642545414 +4+148+54+48)= =72

Z obliczen tych wynika, ze im wigksze rozproszenie danych (jak to ma miejsce w kla-
sie Ib), tym wigksza ich wariancja.
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Uwaga. Wzorowi () podanemu w definicji wariancji mozna nada¢ prostszg postac:

) 2_ 2 1 2 n2 2 n/\' _2
() ™= oy by X
: 2_ U Vo SV
Istotnie: S —(xl—x) 7 +(x2—x) 7t +<xk—x)~ =
(.2 o2\ 2 2\ 2 =2\ Ny
—(xl —2x,-X+Xx )-W+(x2—2x2-x+x )‘W+ +lx, —2x x+Xx ) 7=
.2 2 1, 2 1y - n n, y
—[Xl TN T T X T | T 2N X g by x|

2 1, 2 N
=X ptx,gp e tx o X
Mierzenie rozproszenia danych ich wariancja jest jednak do$¢ niewygodne, poniewaz
wyniki otrzymujemy w jednostkach kwadratowych miana.
Jesli na przyktad zmierzymy dtugosci pchnigcia kulg, otrzymujemy wariancje tych pomiarow
rowng 10 cm?. Gdy przejdziemy na pomiary w milimetrach, wariancja wzrosnie nie 10 razy,
lecz 100 razy (do 1000).

Miernikiem rozproszenia danych niemajacym tej wlasnos$ci wariancji jest odchylenie
standardowe.

(Odchyleniem standardowym danych nazywamy pierwiastek kwadratowy z ich wariancji. )

Odchylenie standardowe danych oznaczamy litera s.
Tak wigc odchyleniem standardowym jest liczba:

/o \2n B 2 n - 2 n
$=y5 :\/(xl—x> (X)L +(x,=x) 7
ktora charakteryzuje Sredni poziom faktycznych odchylen danych x,,x,, ..., x, od ich §red-
niej wazonej X.

Obliczmy raz jeszcze wariancje liczb zadan rozwiazanych podczas sprawdzianu przez
uczniow klas Ia i Ib, tym razem z zastosowaniem wzoru (=), oraz odchylenia standardo-
we tych wariancji.

Mamy wariancje:

2

222 1022 152 8 205 12 6 92 3 g2 2 g2 2 2
S =135 +235+5 35 +6 gg+T 38 5gtY Ag 10556 =

23—10(1-2+4-2+25~8+36-5+49-6+64-3+81-2+100-2)—36:

1238 12381080 _158
30 - 30 =730
0
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17. Elementy statystyki opisowej

_1314 50 1314 - 1080 _ 234 _

30 50 30 /8
oraz odchylenia standardowe: s, = /5,27 =~ 2,29, s,= /7.8 = 2,79, obliczone z dokiadno-
Scig do 0,01
Widzimy, ze odchylenie standardowe w klasie Ib (w ktorej rozproszenie danych jest
wieksze) jest wieksze niz w klasie Ta (w ktorej rozproszenie danych jest mniejsze).

Pytania i zadania %
1. Podaj okreslenie:

a) Sredniej arytmetycznej, b) Sredniej wazone;j.
2. Oblicz $rednia arytmetyczna liczb:

a) pierwszych mniejszych od 10; b)-3,5-3-2,5-2;-1,5-10; 1, I; 5,2;

¢) liczb parzystych od 2 do 100; d) liczb nieparzystych od 1 do 99.

3. Na diagramie z ryciny 6.8 widzimy, ile mieszkafn oddano do uzytku w minionych szeSciu
latach. Oblicz, jaka Srednig liczbe mieszkan oddawano rocznie w tych szeSciu latach.

4. Diagram na rycinie 6.9 przedstawia eksport energii elektrycznej z Polski w minionych
pieciu latach. Oblicz, ile Srednio energii elektrycznej eksportowano z Polski rocznie
w tym okresie.

Liczba mieszkan oddanych do uzytku Ilos¢ energii elektrycznej wyeksportowanej z Polski
200 - dane w tys. ~ 15 - dane w tys. GWh
1
163,6 )
160 B
120}
87,8 e
y 82,0 2L
2ol 80,6
401
1
0 1998 1999 2000 2001 2002 2003 lata 0 1999 2000 2001 2002 2003 lata
Ryc. 6.8. (zrédto: GUS) Ryc. 6.9. (¢rodto: PSE SA)

Import, eksport, deficyt w handlu zagranicznym

5. Oblicz $rednig wazona liczb: 1, 2, 3, 3, 3,
4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6, 0.

70 ~ dane w mld euro

60

6. Wstaw w miejsce x taka liczbe, aby Srednia 513 53,5 54,5
arytmetyczna liczb: =5, -1, x, 2, 3, 7wyno- 0[] i
sifa 1. 10l | 366 39,8 ’

7. Oblicz $rednig wielko$¢ importu, eks- 3
portu i deficytu w handlu zagranicznym

) 20}
w kazdym podanym roku, korzystajac 14.6 13.7 11,8 [ Import
z danych, ktore przedstawia diagram oF Bl Eksport
0 [ Deficyt
obok (ryc. 6.10). -X12001  [-X12002  1-X12003

Ryc. 6.10. (zrédto: GUS)
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VI. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

8. Oblicz Srednie procentowe poparcie, jakiego udzielili Polacy kazdej z partii politycz-
nych w ciggu wskazanych czterech miesigcy, korzystajac z danych zamieszczonych
na ponizszym diagramie (ryc. 6.11).

Na ktore partie chca glosowaé Polacy?

3 — O

0% 27

25

20 —

15 —

10 [— X'03m@m

X1'03 =
5 XI1'03 mm
0 1'04 =
Platforma Samoobrona SLD-UP Prawo Liga Polskie
Obywatelska i Sprawiedliwos$¢ Polskich ~ Stronnictwo

Rodzin Ludowe
Ryc. 6.11. (zrédto: Pentor)

9. Rzuc¢ 30 razy kostka do gry i oblicz Srednig liczbe wyrzuconych oczek.

10. W mieszance cukierkow sa ich trzy rodzaje: 5 kg czekoladowych w cenie 13 zf za 1 kg,
2 kg orzechowych w cenie 10 zt za | kg i 3 kg owocowych w cenie 5 zt za 1 kg. Jaka po-
winna by¢ cena 1 kg tej mieszanki?

11. Podaj okres§lenie mediany i dominanty.

12. Wyznacz mediang¢ i dominante swoich ocen na Swiadectwie z poprzedniej klasy.

13. Czy mediana liczb moze by¢ réwna ich $redniej?

14. Wyznacz mediang wszystkich liczb pierwszych mniejszych od a) 30; b) 50.

15.Dotacz do liczb 1, 1,2, 2,2,3, 3, 4, 5 taka liczbe, aby mediana nowej grupy liczb:

a) nie zmniejszyta sie, b) zwigkszyla sig, ¢) zmniejszyla sie.

16.Rzuc pigcioma monetami i zanotuj, ile razy wypadl orzel. Nastepnie powtorz to do-
Swiadczenie 10 razy i wyznacz: Srednia, mediang i dominante liczb wyrzucenia ortow,
jakie uzyskano w tych 10 probach.

17. Wyznacz rozstep, wariancje i odchylenie standardowe wynikow otrzymanych w zadaniu 14,

18. Co to jest: rozstep, wariancja i odchylenie standardowe?

19. Oblicz rozstep, wariancj¢ i odchylenie standardowe liczb: =10, -4, -2, 0, 1, 3, 5.

20. Zapytaj wszystkich w swojej klasie, ile czasu spedzaja dziennie przy komputerze. Uzy-
skane dane przedstaw na diagramie stupkowym oraz oblicz ich: rozst¢p, wariancje i od-
chylenie standardowe.

21.Przedstaw na diagramie stupkowym oceny z ostatniej klasowki w twojej i w sgsiedniej
klasie, a nastepnie wyznacz: rozstgp, wariancj¢ i odchylenie standardowe tych ocen.

22. Przeprowadz w swojej klasie ankiete dotyczaca czasu przeznaczanego dziennie na upra-
wianie sportu. Wyniki ankiety przedstaw na diagramie stupkowym, a nast¢pnie oblicz:
a) Srednig liczbe godzin przeznaczanych dziennie na uprawianie sportu w twojej klasie;
b) wariancje¢ i odchylenie standardowe czasu przeznaczanego dziennie na uprawianie

sportu. Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

23". Udowodnij, ze odchylenie standardowe s jest zawsze nie wieksze od rozstepu R.

300



Odpowiedzi i wskazowki

Rozdziat 1.

1.
3.

10.

11.

12.

5 1

a) 55 27, P 8,16 b) 74; ¢) 3.

3 8

a)2'%b) 3% c)(;> cd)27%e)2 2"

Q) -1 D) g ) 5 5.

a)dx 'y Yhyxy o2 d)8x Vs e)4x By
ayn=5byn=6,c)n=Ldyn=3e)n=2f)n=-5gn=-6;h)n=->5
ayn=6b)yn=3lubn=4lubn=5c)n=5d)n=3;e)n=2Ilubn=3,lubn=4f)n=2
lubn=3.

36 100 50

a)5”‘<2 4 <3 bo5"=25"2"=32"4"=64"3"=81"b) 63" < 4 <32 , gdyz
637 < 64 = 4% 4" 4™ =307 ¢)637< 32 < 16" < 18" gdyz63'< 64'=2",
32—2 *167=2" 18’>16’:2‘“'d)1257<524<2(’°<348<81'3<928;

6)5 h25<16180<8_ 8()( f)114() 140<66()<3 )

00" <(0,1)"<(0,3)"<(0.1)"<(0,3)"< 10" < 9",

4 S
59,5642, %.

)2 25 b)3,
a)( ) <_>£<1<23<2 b)2:= £<3;;C)(2ﬁ);=212(%> :(/7>

7 7 = 3 . 1 % ’L_l 2% é .
a)3+22,5+242,6+3(23+27),2b)27-22:3 2, —¢ (5] +|5) .62

) 5 L4 2 1 o2
o-1,-Ldx -L-a 3-a 3-a 3+a-2a +2a*+a’+l
2

d)va+f b) a—\/ C)a“ra3 b3+b‘ d)a“—a2 b*+b3 e)/&+/@;
f)—(/ —a+ﬁb)-g)a?+b?-h)a?—b?

a)2%b)3; c)l d) 36; e)2 57 ) g)26

16’
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3., 13 | 3..9.. 1
13.0)2:0)6:0) 5;d) 55 0) =28 D) ~g @) 4 h) =5 ) T T k) ¢

4.a)p>Lb)p=>Lc)yp=0;d)yp<-2e)p<-L)p=1g)p=>1Lh)p<-6.

3
15. a)3x b)4xy,c)250Z )(a4 4)4 e)a— bf)a3 b 8.

3

34 5
16a)2[ a-b s ;b)3b; ) x;d) x 12,
3.
4
1. a)-2y;b)2ab;c) ———;d) 1
)=2y;b) )\/}_'_\/; )
I | -3 dla x>9
2. a)2laz4p)oy— Lo ) cd)—19
a "™ —q " 3—- 2dla0<x<9 1+Cl§
q+p
3, a)ﬁ;b)@; - (gfb)" 1€)0:00.64 ) "5
4.
2 22 / /
3.2)27<27< 2" <27 <2 )4 <37 <3< 37 < 3",
4. a) mniejsza od 1; b) wicksza od 1; ¢) wicksza od 1.
5.a)y>x'b)y>x'c)x>y

) 127=(2/3) 5 b) 27525 0 5753 d)/§“3>ﬁ"5;e)7“’5>5“’7 Istotnie, bo

/5

(7°) =7°=16805> 15625=5°> 5 "= (5" ) f)ﬁ >f
vz z y i}
. Niech a # 1. Wowczas mamy: ¢ ( ) (by> (cz) (¢ )(ab) ahet=
=a’caab=a’""" bzaﬁ’””z, a stqd xyz=x+y+z+2 1 ostatecznie
xX+y+z—xyz=-2.
a—b
.a) Gdya>b,wéwczas%> lia=b> 0,wiqc<%> > 1. JeSlizasa < b, tob <lia—-b<0,

a=b
wiec (%) > 1.

1
b) Wiadomo, ze ¢ tb (ab)* dlaa>0,b=> 0. Zatem, jeslia > 0ib > 0, to:

2
(CIT*‘ZD)(IM? (ab)%: (anr};bqu/?)é: (abbaaab[;)é:

! a-=b

<a2hb2a a=by b= a);: <a2bb2a>£- <<%>a‘b)2: <abba><%>T> (ahba>. 1 :abba7

na mocy nieréwnosci z podpunktu a).
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¢) Pierwszy sposob. Poniewaz a’+ b’ > 2ab dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b,
wiec w szczegoOlnosci dla liczb dodatnich a 1 b mamy:

at+b

2 bz atb b 1 I} b
-+ + % + /
[a ] > ( F) a+b, atb )ba a

a-b

2b, 2a a-b, b-a 2b4 2a a 2b, 2a
=a b a b :ab-<g> >a b .

Drugi sposob. Wskazowka. Powotaj si¢ na nieréwno$¢ z podpunktu b).

d) Stosujac nierownos¢ pomigdzy $rednia geometryczng wazong i Srednig harmoniczng
1

wazong liczb dodatnich a i b otrzymujemy: (a” bh) s ? +b = d ’2L b, czyli nie-
0'224‘b"5

a+b

) )y b (a+ ) . .
rownos¢ a“ b’ > (a 2 b) , ktorg nalezato udowodnic.

9. Bez zmniejszenia ogdlno$ci rozumowania mozemy przyjaé, ze a > b > c. Poniewaz

atb+c 1a.3b 3c atbte

aabh€(>(abc) P oea b = (abe) o

a3u - (a+b+(')b3h - ((1+h+t')c3(' - (u+h+()> 1 -

a-b+a-c , b—a+b-c c—a+c—b
b c >le

a-b b-c a-c
& (%) <?> (%) > 1, wiec dowodzona nier6wno$¢, jest prawdziwa, gdyz ostatnia

z powyzszych nieréwnosci rownowaznych jest prawdziwa.
.2 2 .2 2 .2 2
s 2 [0 0S A S [04 a a+ cos o 1 .
10.Jesli x <y, wowczas x = oyt i<y Gy =y T Tay oy < by, gdyz
.2 - .2 2 . . . .
sin“a > 0isin” a+ cos o= 1. Gdy za$ y < x — rozumujemy analogicznie.

11. Stosujac nierdwnos¢ migdzy Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczng wazona
L
C‘a+a'b+b‘c ( c.a b)}l+b+(
= )
c+a+b abec ’

liczb dodatnich, otrzymujemy:

1 I
. .. . . b+c . . ~ . +b+c
b-atc-b+a C?(ahbtc(‘)ﬁm a-a+b-b+c C><a“bhct)u ‘

b+c+a , ’ a+b+c ~
Po dodaniu tych nieréwnoSci stronami i skorzystaniu z zatozenia, zea+b+c =1,
y y
b ¢ bc . b 2 2 2 2
a'b'cra’ b +abc'<a+b +c +2ab+2bc+2ca=(a+tb+c) =1
12. Nie zmniejszajac ogolno$ci rozumowania, mozemy przyjac, ze a > b. Wowcezas, gdy a > 2,
2 . b 2 ,q. . .
to a‘za’, wiec a'+b >a =a-a>ab. JeSli za§ 2>a>b, wtedy oczywiscie
b x 3 x-1
a'+b">a+b=2/ab=ab,box >xdlax>0. (Gdy x> 1, toxx—x=x<xx - 1)>O,
1

gdyza§ 0 <x <1, t0%> 1iwtedy<%)> > %, skad x" > x).

3. a)R;b) R;c) R\{0}; d) (0:+0); e) (0; +o0); f) R; g) R\{0}; h) (0; + o).
4. a) R\{0}; D) R ;¢)(0:+00); d) (Oitoe)e) R R ; 2) R\{0}; h) (0;+00).
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304

a)x € (—00;0) U (0,1 b) x € (15 +o0); ¢) x € (1;+00); d)x€<1—ﬁ;l>u(1;l+ﬁ>;

a) Rosnie w (0; + c0), maleje w (—oc;0); b) maleje w (—o0;0) i (0;+o0); ¢) maleje

w przedziatach (—oc; 0)i(0; + oo ); d) maleje w przedziale (0; + o).

a) Nie zachodzi; b) zachodzi; ¢) nie zachodzi; d) nie zachodzi.

2)— g lub L b) 2% 1ub 2% ¢) 21 d) 8 ) {~1,0, 135 ) {0, 1} 2) {0, 1) h){ }

a)1,512;b)3,/10,-3,/10,5,-5; ¢) 4, —6; d) —1

,2,6) 2,1 )1,

e)x e (I, +oo) f)x € (1, +oo).
a) Pierwszy sposob. Dana nierownos¢ jest kolejno rownowazna nieréwnosciom:

2x7+4x4—2x3+x4+2x—1<2x7+2x5+2x3+2x—x2—1,
2x = 5x +ax’ = x> (),x2<2x3— S5x’+4dx- 1) >0,
(= D(267 =3+ 1) 0,20 (x - D(x = 1) (x—§>>0 26 (x— 1) <x-—> > 0.

Oczywiécie2x2> 0,(x—1) >01x—%>0 bo skoro x > 1, tox—%>§>0

Drugi sposob. Oznaczmy lewg i prawa stron¢ dowodzonej nieréwnosci odpowiednio

przez L i P. Zauwazmy teraz, ze P — L = 2x" 1+ 2x4~x+<2—%)~x3+< —%—)-x——

—<2x4'x3+2x ~(2—l)+x Xt (2——}7))=2x4(x—2+%)+x3<2—§~x>=

:(2x4—x3)<x+ % - 2). Poniewaz 2x ' —x’> 0 dla x > 1, zaS x + % — 2> 0, nawet dla

x>0, wiec dla x > 1 mamy nieréwnos¢ P — L > 0, czyli nierownos¢ L < P.

b) Pierwszy sposob. Dana nierownos¢ jest rownowazna kolejno nieréwnosciom:

2x5+4x3—2x2+2x2+4—%——1——27+L3<
X X
Q' tdx' -2+’ +4-Zx- 240 0351150, 2(x—1)<x—%>
X X

Poniewaz x — 1 > 0, wiec takze x — % > (. Zatem istotnie 2 (x — 1)<x - 3) > 0.

Drugi sposob. Oznaczajac lewa i prawa strong dowodzonej nieréwnosci odpowiednio
przez L i P, zauwazmy, ze

P-L=2x" x+2x<2—;1~>+x (2—-};>+<2—%>(2—%>—

—<2x3-x2+ 2x'(2 —%) +x2< - %) + (2— %)( - %)) =
S(20-x) (2= L) (- 20 2= 4)5 (20 ) 2 b (w202 )0

bo—%>—%dlax> l. Zatem P — L > 0, czyli L < P.
X
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8.
1.

2.

+
Przyjmijmy, ze argumenty x , x,,, x, tworzg ciag arytmetyczny. Stad x, = ad 5 X3. Udowod-
nimy teraz, ze odpowiadajace tym argumentom wartosci funkcji £ (x,), f (x,)i f (x,) two-
( 2 (' (X X X
rza ciag geometryczny. Istotnie: fz(xz) = <a“) =a™=g""=a"q =f(x,) S (x,).

Zatem f 2(x2) =f(x,) f (x,), co konczy dowdd faktu, ze wartoSci funkeji f (x ) tworza ciag
geometryczny.

. X, +Xx . . 4 X, X X .
Niech x, = ’2 2. Wykazemy, ze wowczas a>= /a"'- a™. Istotnie:

X|+.\"} Xy Xy

o=

X
3
X, + =

a’=a ? =a?

a)

Xl X3

Xy
207617:(@“-61’(3) =Ja'a.

4

4x 41Ax 4.x X
I L A b Rl mw
4X

__ 4 4 24 4 _2:4"+4
A4°+2 44247 2-4"+4 4+42-4" 4+2-4"
9

. 9x 9]—x 99«' 9x
2) ./(‘X)+f(1_x):9\’+3+917¥+3:9’(+3+2+3:
9x

=1

9" 9 _ 39 9 _9+43-9"

=% + X — X + =1
9°+3 9+3:9" 3:9"+9 9+3.9° 9+3.9"

b)

) (0 )+f<20104>+f<2004>+...+f(§882>+f(1)=

0 2003
4 4 004 4 3000 42004 4
-0 + 1 e 2003 1 :
4°+2 4200449 42()()4+2 42006 49 4 +2
Z réwnosci f (x) +f (1 —x) = 1 wynikaja rownosci:
0 | 1 2003 2 2002
4 4 1 42001 42004 4 2004 42004
0 + - L T + ;s ) 2002 I EREE
4°+2 4 +2 472004 40 42004 4 420(>4+2 42004 4 9
1001 1003
42004 42004 . . .
o + —o53 = L. Stad warto$¢ szukanej sumy wynosi:
42004 40 42004 4 )
1002
42004

1002 + —2——=1002 +
42004 42 4

1

4° 1002+ 2=10024
+2

4 2

B|—

X

W analogiczny sposob obliczymy, ze wartos¢ danej sumy dla f (x) = ﬁ réwniez

wynosi 1002 %

a) 3; b) 4; c) brak rozwiegzaﬁ; d)1,6;e) 1 f) %

)3+f 3-

m“y)y®6®12312
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. a) 1;b)%;c)2;d)1;e)1;f)%.
. a)1,2;b)2;¢c)4;d)4;,e)-1;1) 0,1
L a)x<0b)x>Lc)xe (oo )U(5 +o0)d)x>0;e) x<0;f) x> 0.

3
4
5
6. a)%;b)x<0;0)x>0;d)xe(273);3)X>0§f)x<2'
9
3

1 .3 3
ca)2b)=3c)4d) o) -5 H 58—k h) 5.
4. a)5; b)25;¢)Y3;d)2;e) %; ) 16; g) 256; h) %
5. a)8Lb) 10% c) %; d)10;e)4v—4;f)3Vv-3.
6. 2)25b)3'¢) 3 d) 3 e) 9 ).
7. a)0;b)0; ¢) 0.
8. 1.Istotnie, korzystajac z wlasnosci logarytmu, otrzymujemy kolejno:

log;3+log 16 log:3 +4log, 2

log,3-log, 48 + log§4 log,3-log (3-16) +log24

10gé3+4(10g66*'0863) log;3 —4-log,3+4

log 3" (10g63 +10g616) + log24 - logz?) +log63.log616+log§4

(log()3—2>2 _(log63—log636)2_10g2<%)_ log212:

log.3+2log,3log 4 +log. 4 (10g64+10g63)2 log.12  log. 12
1

I-n 1
9. a)log n!;b) . ;c)(l— >logxa.
Va _1 1 1 1 _
10. logahf loguha—zlogahb—glogaba—j(l —log,,a)=
(1,1 1.5 ,.1_20_3_17
‘<3+2>1°gaba 2764276 "6 6
2
11.a2+b2=7ab@a2+2ab+b2:9ab@(a+b)2:9ab@<a§b>:ab@
@mz/&b log =log/ab < log 4 %logab@
@logagb 2(log,,ra+logb)
N SRR S b
2 log, x—log,x log .a log b log b—log a log g - b
"log, x+log, x 1 1 " log b+log a  log ab Ogab<a>

log a + log b
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10.

5. a)xe (%, +oo); b)R;c)x € (—00;=2)U(2;+0);d)x € (=1;1);e)x € (0; 1)U (1;2);

f)x e (%, 1>U (I; + o0).
6. a)+;b)—c)+d)—e)+Hf)—g) +h)—
7. a) Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n mamy:
r(2") = log,2"=nlog,2, a co za tym idzie:
F(2") = r(2"") = nlog,2 - (n—1)log,2 = log, 2.

Ostatnia rownos¢ oznacza, ze podany ciag jest ciggiem arytmetycznym o roznicy log, 2.

'b) Poniewaz dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n jest:

a
f(a”)—f(a”f])zlogm 'il =log,q, wiec podany cigg jest ciggiem arytmetycznym

n

0 roznicy log, g.
1
log 4°

5

8. f(log 6)=1log 6+ f (log.4)=log.4+

1
log. 6’
Zbadajmy znak r6znicy:

_ » ) 1 ~ o311
f(logs()) f(10g54)_10g56+10g56 10g54 10g45_10g52+10g56 log54_

3
. é_log56—log54w 3 log5§ B 3\, 1
=025 = Tog,6-Tog. 4~ 1°%52 " Tog.6 - log.4 ‘(1°g52> 1~ Tog.6-Tog.4

Zauwazmy, ze logS% >0, log,6 >0 1 log,4 > 0. Zatem na mocy nierownoSci mi¢dzy Sred-
" nig arytmetyczna i geometryczna liczb log (6 i log, 4:

|- 1

3\ . 1 3 7|_
<10g57)<1 [Og56.log54><<log52> (log56glog54> -

R v N A Urers S (el
fon J1-4)

10.a)— %; b)3;¢) #; d)— %; e) 0. Wykres tej funkcji przecina osie OX i OY odpowiednio
w punktach o wspdtrzednych (—1;0)i(0; 1).
11. f (x)roénie dla x > I, a maleje dla0 <x < L

1.
1. a) é; b) %; €)3d)2,-2¢) %, —%; f) %
2. a) %; b) 2; C) I; d) %; e) 4: f) 4 v/’% 1
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3 a)-5-3ib)Lo2d)3e)2

4. 2)100,1000; b) 4; c) — 1; d) 4.5.

5. a)xe(O;S);b)xE(O;%);c)xe(—2;O)U(O;2);d)x€(—1;O)U(0;1);
) x e (=3:0)U(0:3;f)x e (=3 1) g) x € (1:2) hyx € (0: 1),

6. a)xe(—oo;l)u(4;+oo);b)xe(1;2&);c)xe<o;2ll )d)xe(217 ;)

7. a)x € (—1;1) U (3;5); b) brak rozwiazan; ¢) x € (1;3); d) x € (1; +o0);

(

) xe(-2/%-2)u(22/3) e (—oo;%) U (26; + o0)

Rozdziat Il.

1.
2.2)9;b)4+4/2.
3.a)15b)/34.

4. Nalezy udowodnié, ze: a) AP+ PB = AB; b) AP = PB. Korzystajac ze wzoru na odle-
glos¢ dwoch punktdw, otrzymujemy:

[ 2 ) 2 2 2
X, +x y,t+y X —X y,—y
it e

P 2
/(Xl—x2) +(y1—y2) _%AB
+

2 2 2
(Xt MY, _ [T Y™V _
PB—/( 5 x2> +< 5 y2> —/( 5 + 5 =

=Lk =x,Y+(y,—y,) =L AB. Zatem AP+ PB= AB oraz AP= PB
_2V<X1 xz) (y1 yz)—z . Zatem = ABoraz AP = PB.

5. Obliczmy diugos¢ srodkowej trojkata ABC poprowa-
dzonej z wierzchotka C (ryc. 1). Dtugosci pozostalych
srodkowych obliczymy analogicznie. Srodek S odcin-

ka A B ma wspotrzedne: S :(_1 + 3'*2:'_—4) =(1:3).

c=(2s) v}
. 51

2 2

Dtugos¢ srodkowej CS wynosi: \/(—2 - 1)2 +(5- 3)2 =
=/9+4=/13.

6. A= ( 1,y)B ( 2,y2)C:(x3;y3).Oczywiécie

(Xﬁxz.yﬁyz),:: Xz+x3,yz+y3] [ xatx ity

E )

il

2 2 2 02
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2.
3.
4.

6.

7.

Punkt P dzieli kazda ze $Srodkowych v C=(xsy3)
AF, BG, CE w stosunku 2:1 (ryc. 2). .
Stad otrzymujemy, ze: F
+ + G
x1+2~% y1+2-y22y3] / P B=(x;y,)
P= I 3 - o %
X,tXx y.+y
_ X+ 2 32 1.)’2+2' 32 l]: A=(xp:y1)
3 ’ 3 Ryc. 2.
X, +x y,ty
B x3+2712 2_y3+2 12 2}_<3c1+x2+x3.yl+yz+y3)
a 3 ’ 3 B 3 ’ 3 :
. Obierzmy taki uktad wspotrzednych, aby jego osie byly v M=)

osiami symetrii bokow kwadratu ABCD. Wowczas, gdy
A=(a:a), to B=(~a;a), C=(-a;~a), D=(a;—a) B=(-aza) | A=(a; a)
i dla dowolnego M=(x:y) otrzymujemy (ryc. 3):
MA” + MB* + MC*+ MD* = 4MS’= (x—a) +(y—a) +

+(x+a)2+(y—-a)2+(x+a)2+(y+a)2+(x—a)2+ §=:0) X

2
+(y+a)—4(x2+y2):8a2. Istotnie  wiec, suma:

C=(-a;-a) D=(a;-a)
Ryc. 3.

MA’ + MB’ + MC* + MD’ - 4MS2jest stata dla kazdego
punktu M.

. Niech A = (xl % ), B= (x2 iy, ), C= (x3 ; yS). Wowczas diugosci Srodkowych wynosza odpo-

2

2
Xz+9€3

X, — 3

>

2 2

2 2
Lo X, +x,
wiednio R S

2 2
x_xl+x2 N oty B . . . srodk
s y,— —=— | . Bez trudu sprawdzimy, ze suma kwadratow tych Srodko-

[yl_yﬁy_z

ity
AR

| 2 2
wych jest rowna

2 2 2 2 2 2
%((xl_xz) +<y1_y2) >+<<X2_x3) +<y2_y3) >+<(X3_x1> +(y3_y1) )v
co konczy dowod.

a) (x+2)2+(y— 1)2:3; b) x2+(y+2)2= 16; ¢) (x + 1)2+y2= 2.
a)S=(2:-1),r=/5b)S=(=30)r=31c)S=(0;3),r=1

a)x2+y2—5x—4y+4=O;S:(%;Z);r:%;b)x2—4x+y2+2y—202O;S:(Z;—l);
r=>5.
2_

(x=1) +(y-2) =6l
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10.

11.

12.

13.

n

® o 2

7.

310

a)(x= 1)+ (y+3) =68 b) (x=3) +(y—=2) =26 Iub (x+3) +(y—6) = 26;

¢)(x=3)+(y=3)=9 lub (x=3) +(y+3) =9 lub (x+3) +(y—3) =9 lub
(x+3)+(y+3)=9

(x=1)+(y+1)=20.

Wskazowka: Wyznacz promienie okregdw, odleglo$¢ srodkow i skorzystaj z warunkow
stycznoSci okregow.

Wskazowka: Zauwaz, ze figura ta jest symetryczna wzgledem osi ukfadu XOY. Wystar-
czy narysowac ja w I éwiartce tego ukladu, a nastepnie odbi¢ wzgledem osi OX 1 OY.
Odpowiedz: pole figury F wynosi 47+ 8.

82. 39
P1:(4;3)’ P,= <_ﬁ; _ﬁ>

a) x2+y2=%; b) Cyi=l

A)x—2y+5=0;b)x+2y=0;¢c)x—y=0.
a)x—yzO;b)V@x—3y+<3+2/§):0;c)x+y=0;d)ﬁx+3y+<3+/§>:O.

)3x+2y-9=0;b)x+y—-1=0;¢)x—y+2=0;d),/3x—y+,/3=0.

A)x+y+1=0;b)2x+y+1=0;¢c)y+1=0;d)x=0.

a)AB:2x—-3y—-8=0;BC:2x+y—-8=0;CD:2x—=3y+8=0; DA:2x+y =0

b) AC:6x—y—-8=0;BD:2x+5y—-8=0.

a) Zauwazmy, ze prosta przechodzaca przez punkty (—3;1), (1;3) wyraza si¢ wzorem:
x—2y+5=0. Bez trudu sprawdzimy, ze punkt (7;6) nalezy do tej prostej, bo
7-2-6+5=0.b) Rozumowanie analogiczna jak w a).

a) Proste o rownaniach: m, x —y+n,=0, m,x —y+n,= 0 sg prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy m,-m,+(=1)-(=1)=0, czyli gdy m,m,+1=0; b) Proste o réwnaniach:
mx=y+n=0 i myx—y+n,=0 sa réownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy
m,-(=1)=m, (=1)=0, czyli gdy m,=m.,.

a) 3x-y-1=0, y-2=0, x+y-3=0; b) 7x-3y-2=0, x—-3y+3=0,
5x+3y-8=0; ¢) Tx=3y+1=0, x=3y+9=0, 5x+3y—17=0; d) Wskazowka:
Skorzystaj z twierdzenia o dwusiecznej.

a) Wskazowka: Napisz rownania prostych zawierajacych srodkowe danego trojkata. Rozwigz
uktad dowolnych dwoch sposrod napisanych trzech réwnan. Sprawdz, ze rozwigzanie tego

ukladu jest jednocze$nie rozwigzaniem trzeciego rownania. W b), ¢), d) rozumuj analogicz-
nie jak w a).

B=(2;7),C=(4:6),D=(3:4)lubB=(0;3),C=(2:2),D=(3;4).
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3+2/3

4. a)%; b) 5./2; ¢) 5

oA W;

L

N, e W

10.

18./58 9,/10 18,/34

29 05 2 17

a)1;b)6.
3x=4y+17=013x—4y—-13=0.
UmieSémy dany trojkat w uktadzie wspoltrzed- Y B=(r3y,)

nych w ten sposob, by: A=(0;0), B= <x] ;yl),

C= (2x1;0); gdzie x> 01y >0 (ryc. 4). Niech
E

P= (xﬂ ; O) bedzie dowolnym punktem podsta- D :

wy, za$ D i E rzutami prostokatnymi punktu P

) SR , ; A=(0;0) P=(x,;0) C=(2x;;0) X
na ramiona odpowiednio AB i CB. Wowczas:

P

xy,=yx,=01 xy+yx—2xy=0. Ryc. 4.
‘ylxp—xl-()‘ ;
Stad PD:ﬁ—, zas
Jx Y,

iylxp—'—xl.o_leyll ‘yl'xp ‘ylxp_z'xlyl‘ P . e
2 > > > . roniewaz
/Xl+y] /X]+y

/2 2
Xl +y[ 1
. X oy, =y, x +2xy 2x
0<x <2x,wiec: PD+ PE =~ e - el 7,‘}172. Zatem rzeczywiScie su-
JX+Y ey,

ma odlegtosci punktu P od ramion trojkata nie zalezy od wyboru tego punktu.

PE=

, czyli: PD + PE =

a) Dwa punkty wspolne; b) brak punktow wspdlnych; ¢) brak punktéw wspolnych;
d) dwa punkty wspdlne.
24,5

5
4x-3y—-11=0.
T
2./10.

|
125.

NN
sl

X+

2
163.

1
125.
Sposob pierwszy. Zauwazmy najpierw, ze jezeli konce odcinka AB maja obie wspoOtrzedne

wymierne, to obie wspotrzedne wymierne ma takze jego Srodek i wektor AB. Wobec tego
symetralna odcinka AB ma réwnanie o wspoélczynnikach wymiernych. Dla znalezienia
wspolrzednych Srodka okregu opisanego na trdjkacie rozwiazujemy uktad réwnan
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symetralnych dwoch bokow tego trdjkata. Zatem, gdy wspotczynniki tych rownan sg
wymierne, to rozwiazaniem takiego ukfadu jest para liczb wymiernych. To zas dowodzi tezy
zadania.

Sposob drugi. Zatozmy, ze w okrag o srodku O (O(; B ) wpisano trojkat o wierzchotkach
A= (171 ; ql), A= (pz;qz); A= <p3;q3), gdzie p, p,, P54, 4, 4,58 liczbami wymierny-

2

mi. Poniewaz OA12= OA22: OA;, wiec (pl— O()2+ (ql—ﬁ)zz <p2— 0{)2+ (qz—ﬁ) =
py—p)a+(a,—q,)B=r

:(p}— a)2+ (q3— ﬁ)z Z réwnan tych otrzymujemy uktad: < ’ l) ( ’ 1) g 1,
(p3—p2)05+ (qs_qz)ﬁ:rz

gdzie liczby r,= %(pj + qzz— (p12+ qf)) ir,= %<p32+ q32 - <p§+ qj)) sa oczywiscie wy-

mierne. Wyznaczajac z danego ukiadu o i 3, uzyskujemy o A = rl(q3— q2> - rz(q2 - (11>-

BA=r,(p,—p,)=r(p,=p) edzie A= (p,~p,)(q5=a,) = (P,=P,)(a,— ) ijest licz-

ba wymierna. Oczyw1301e A#0, w przeciwnym razie otrzymamy roéwnosci

Py~ Py _ Py Py _ Py=P\tPym Py P~
q,~ 4, q;— 4, QQ—C]1+(13_(12 45~

na prostej o rownaniu y = ¢, + ( - D, ) ;1? _ p , co jest niemozliwe, gdyz sa one wierzchotka-

, ktére dowodzg, ze punkty A, A,, A, leza

mi trojkata. Zatem A#0 i liczby a:K(QS—q2>—K2(C]2—C]1), ﬁzi(pz—pl)—

T . . L. . .
- ZI< Py P, ) sa wymierne wbrew zafozeniu. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

1.
2. a) PiQleza po tej samej stronie prostej /; b) P iQ leza po przeciwnych stronach proste;j /.
5. m=2.

Rozdziat Il1.

1.
14.2)sin 75° = /6 [ c0575°:‘/6+\ﬁ; b)SiHlS°=cos75°:@_—‘/2

2 b
cos15°=sin75° —f+f2

15. a)tg75°:2+ﬂ ctg 75° :2—x/§;b)tg15°:2—ﬁ,ctg15°:2+ﬁ.

16.a)ﬁ$;b)—£; f d)—ﬁ

17. Oznaczmy przez D spodek wysokosci opuszczonej z wierzchotka B. Wtedy:
<C=90°+B,DC=2Rsino-sin B, AC=2Rcos(o+ f3),
AD=c cosa=2R-sinC-cosa=2Rcosa cos B. Poniewaz AC = AD — DC, wigc
2Rcos(a+B)=2Rcosacos B~2 Rsinasin B, skad
cos(o+ )= cos arcos B —sin asin .

18. W czworokacie tym zachodza zwiazki: BD=2Rsina, AC=2Rcos}p,
CD=2Rsin(o— ), AB=2R,BC=2Rsin ,AD = 2R cos . Z twierdzenie Ptolemeusza
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wynika rowno$¢: AB - CD + BC- AD = AC - BD, ktéra na mocy wspomnianych zwiazkow
prowadzi do rownosci: 2R - 2R sin (o= )+ 2R sinf3- 2R cos o= 2R cos B-2Rsin ¢,

a w konsekwencji do wzoru na sin (O{ - ,B)

.a) 2sin 2O+ T o 20(4_ 1. p)2 cosz%; ¢)sin (a+ B)sin(a-p);

4
d) —sin o+ B)sin (= B); e) COSQO{ ;1) — Cosza,g)(sma+cosa)
cos’ o sin” o
. 20( 2ﬁcosgcos<%—%f—>. 2&005%003(%—%)
.a)2,/2sin cos ;b) oSl ;C) SO ;

d) 2 tg ot cos’ 7; e) 2ctg0(sm 20(4?% cos 20{4_ s

.a) Poniewaz: sin 47° —sin 25° = 2 cos 36° sin 1 1° orazsin 61° —sin 11° = 2 cos 36° sin 25°,
wiecsin47° +sin 61° —sin11° —sin 25° — cos 7° =

=2¢c0s36°(sin11° +5sin 25°) = cos 7° =

4c0s36°sin18°cos18°cos 7°

=4c0s36°sin18°cos 7° —cos 7° = cos 18° —cos7°=
- sinc3(>)6s°1%qs 36" c0s7° = cos 7° = (igﬁé - 1> cos 7" =
2(581127722 - 1>cos7°=O-cos7°=O;
s n_1lg m_1 1_1
b)81nﬁ~cosl—2——251n6 7 5=
LT 3T 27 3n
C)COS_'COS3_7I:451HScosscos 5 :2sm 5 COS % _
5 5 4 sinzsz 4~sm5
:_ZsszﬂcoszTﬂ:_sm4?jT - sin 1
4sin% 4sin% 4sin% 4’
d)cos%+cos%:2cos%-cosz%=2cos%cos<7‘£—%)=

— oL =—p (1)L
«2c055 cos 5= = 2( )2

e)cos10° - cos30°- cosSO°-cos7O =sin 20° - sin 40° - sin 60° - sin 80° =
=sin 60° - sin 20° - (cos40 —cos120°) =

=§~(sin 20° - cos 40° + s1n220 ) /g(sm 60° —sin 20° +sin 20°) =
/3 /3 /33,
-sin 60° = T3 T 16
f) 16 sin10°sin 30° sin 50°sin 70° = 8 - cos 20° - cos 40° - cos 80° =
_g.5in 20" cos20° - cos 40 - cos 80° _ 4 sin40° - cos 40° - cos 80°
sin 20° sin 20°
sin80°-cos 80° _ sin 160° _ sin 20° _ 1

sin 20° sin20° ~ sin20°
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. . 3 3 3 2 . 2 2 2 . . . .
8. Z zalozenia:a +b +c = (a +b+ c) ¢ ,wigcc =a +b —ab zas z twierdzenia cosinu-

sow e =a’+b’ = 2ab cos Y. Stad cos Y = %, czyli Y = 60°. Ponadto mamy

sin & - sin :3, czylisin o sin (120° — o :§,2s'1n0(sin 120° -« zi,wiegc
4 2

cos (2a—120° ) —cos120° = ;, na mocy tozsamosci

2 sin x sin y = cos (x —y)—cos(x+y). Wobec tego dalej mamy:
cos (20— 120°) + 2 3, cos (20— 120°) = 1,2 —120° = 0°, o = 60°. Skoro a = 607,
Y = 60°, wigc takze B = 60°. Trojkat, w ktorym zachodza podane zwigzki jest zatem
rownoboczny.

Sin(OH-ﬁ)Sin(O(—ﬁ)‘

b

1.a)sin 20 sin 2 B; b) sin 20~ sin 2 3; ¢)

_sin <a+ﬂ)sin(a—ﬁ).

.2 .2
sin"orsin”

2 2
cos acos” B

2.) b)—— )ld)f

PR 1 _4 ~3 0 - 120 __119 __120
3.a)5m0{— 5,th(—3,cth(—4,b)sm2O(—169,cos206— 19,tg205— 119’

ctg2o=— %ég, c)sin g gl, cos% :—%, tg % :—%-.
4. cos x = i Jeslictg % =2,to ctg2 % = 4. Stad otrzymujemy dalej, co nastepuje:
ctg 2 1 =3, cos f - smz% =3sin 2 5,008 X = 3sin —32%
3-

2cosx:6sin2% (1—25in2%>, 2cosx=3-3cosx, S5cosx=3 1 ostatecznie

COS X =

x’jl/g

5.sm v2+—4—1cos Vz—%lubsin%z %_T3iCOS§:\/§+T.

[9)1|98)

6. a) sin o+ sin (120° + ) +5in (240° + ) =
=(sin (240° + o) +sin &) +sin (120" + o) =
=25in (120" + o) - cos 120° +sin (120" + a ) =
=25in(120° + ) (—%) +5in (120° + @) =— sin (120° + @ ) +sin (120° + &) = 0;
b) 0, wskazowka: rozumuj jak w punkcie a).

Uwaga. Warto$ci obu sum otrzymamy natychmiast, gdy zauwazymy, ze suma trzech
wektorow jednostkowych, z ktorych kazde dwa tworzg kat 1207, jest wektorem zerowym.

7.(1+tgo)(1+tgB)=1+(tga+tgf)+tga-tg f=
=l+tg(a+B)(1-tga-tgB)+tga tg f=
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=l+1-tgo-tgB+tga-tg f=2o0raz
(I-ctga)(l-ctgB)=1—(ctga+ctgB)+ctga-ctg f=
ctgo-ctg f-1
=l-———"———+ctg ct =]1—(ctga-ct —1)+ctga-ct =
ce(atf) T ctg f=1-(ctgor-ctg B—1)+ctga-ctg f
=l-ctga-ctg+1+ctga-ctg f=2.
8. Poniewaz a — 3=45°, wiccax=B+45°1 B=a—45°. Zatem:
B o ctgB-ctgd5 -1 ctg -1
ctga=ctg(B+457)= ctg B+ctgd5”  ctg B+ 1

_ ieey_ Ctgor-ctgd5T+ 1 ctga+l
ctgf=cg(a-457)= ctgd5® —ctga 1 —ctga”

. . ;. . . . . .. 2 2 .
9. Z podanej rownosci wynika, ze sin o = —3— cos a. Poniewaz sin” o+ cos” o = 1, wiec

1= (—%—cos O() +cos o= % cos’a, skad cos o= 1%— Wobec tego

_ 2 1.8 _4__5
cos20=2cos O 1~13 1= 3

10.a)sinor-sin (B~ ) +sin B-sin(y —a) +siny -sin(a- )=

=sina(sinfBcosy —siny cos B) +sinB(siny cosor—sina cosy ) +
+siny - (sin a cos B - sin B cos o) = 0;

b)cosar-sin(B~7v)+cos B-sin(y—a)+cosy-sin(a—f)=
=cos - (sinfBcos ¥ —sin Y cos B) + cos B+ (sin ¥ cos @ —sin &t cos Y ) +
+cos Y - (sin o cos - sin B cos o) = 0; ;

c) Sposob pierwszy. Zauwazmy najpierw, ze
2cos 0t cos (120° +a) + 2 cos (120° + o) cos (240° + & ) + 2 cos (240° + &t ) cos & =
=cos 120" + cos (120° + 2a) +cos120° +cos(360° + 20 ) + cos 240° +cos (240 + 20 ) =
== 008 60"+ cos (120° +20r) — cos 60° + cos 2a — cos 60° + cos (240° + 2 ) =
==3c0s 60" + cos 20+ cos (120° + 2ar ) + cos (240° + 20 ) =

:—% +cos 20+ 2cos (180° + 20 ) cos 60° =

:—%+cos20(—Zcos2a-%z—%+cos2a—cos2a:—%

Poniewaz cos & + cos (120° +a ) + cos (240° + o) = 0, wigc
cos” a+ cosz(120° +a)+ 0032(240o +a)=
=—2cos a cos (120° + &) = 2cos (120° + & ) cos (240° + o) — 2 cos (240° + & ) cos & =

I

Sposdb drugi. cos” o + cos’ (ot +120°) + cos’(or+ 240°) =

=L (cos 200+ 1+ cos (20+240°) + 1+ cos (20 +480°) + 1) =

:% + %(cos 200+ cos(20(+ 240°) +cos (2a+ 480°)) = %
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d) Sposdb pierwszy. Przyjmijmy oznaczenia: x = cos &, y = €Os (120° + a),
z=cos(240° + a ). Mamy obliczy¢ x4+y4+ " Wiemy juz, ze x +y+z=0,
x2+y2+22:%,xy+yz+zx=—%. Wobec tego

2 2 2
xzy“+yzz“+zzx2:(xy+yz+zx) —2xy ' yz—2yz-2X— 27X Xy=
2
=(xy+yz+zx) —2xyz (x+y+z)=
2
2
=(xy+yztzx) =<—%) :%,

4 4 4 2 2 2 . 2 2 2 2 2 2
Zatem:x +y +z2 =<x +y +z ) —2<x y+y z +z x >=
(3)_,.9.9.9_9

2 16 4 8 &
Sposob drugi. cos* a+ cos'(a+ 120°) + cos'(a+240°) =

:%((cos 2a+1) + (cos(2a+240%) + 1)2+ (cos(2a+480°) + 1)2> =

:%(c0522a+c052(2a+240°)+cosz(2a+480°)+
+2(cos20(+cos(20(+240°)+cos(2a+480°))+3)=£<%+2-0+3)2%
k+1)a
sinkza'cos< 2) ;
11.a) — , gdy o # 217, za k, gdy a= 2t dlat € C; b) tgn.
sin %
2 §

Wskazowka: Zauwaz, ze dla k =1,2,...,n mamy:
sin(k—(k— 1)) - sink-cos(k—1)=sin(k—1) cosk _

sin 1 _
cos(k—l)'cosk_cos(k—l)'cosk_ cos(k—1)-cosk
_sink-cos(k—1) sin(k—1)cosk
_cos(k— 1)-cosk cos(k—1)-cosk

=tgk—tg(k—1);¢) _ttgg_rlz — n, wskazowka: dla

tg(k+1)—tgk
k:1,2,3,...,n—l,mamy:tglztg((kJrl)—k):1+t(g(k+)1).tgk,

a stad:
tg(k+1)-tgk
tgl

(s =0,1,2,....n ke C). Wskazowka: Zauwaz, ze dlas=0,1,2,...,n

1 3
sin2’ o
12. sin a. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru sin 20(= 2 sin & - cos Q.
13. Poniewaz o+ B+ 7 = 180°, wigc Y = 180° — (ot + B ) i wowczas:

I +tgk tg(k+1)= ;d)ctga—ctg2”a,0ﬂ€a¢k%,

—ctg2 lo—ctg2'a

sin2a+sin2,3—cos(a—ﬁ)~cos}/—cosz)/:

=sin’ o+ sin2ﬁ+cos(oc—,3)-cos(a+ﬁ)—cosz}/=

316



Odpowiedzi i wskazowki

=sin2a+sln2ﬁ+l<cos2a+ cosQ,B)—coszy=

=sin’ a+ sin ,B+ (1—2sm O() 2(1—251n2,3)—cosz}/=

=1 -cos’ Y—sm Y. Wobectegosm Y= 4 @sm}/———lubsmy 4:»}/—150 lub
Y =30°(bo 0° <y < 180°). Odp. Y =30°lub y = 150°.

4
6. a) sin &+ sin B+ siny = (sin &+ sin B) +sin (180° - (ot + B) ) =

a+ O(—
ﬁCOS ﬁ

=2sin +sin(0(+,3)=231na;ﬁ-cosa;ﬁJrZSina;ﬂcosa;ﬁ:
:2sina+ﬁ a ’B+cosa+ﬁ =
2 2
oc—/i+oc+ﬁ a-p a+p
:2s1n(90°—22/—> 2 cos 2 5 2 - COS 2 5 PAE.

_ oa By
)—400520052 CoS 53

=2 cos —cos(o+f)=2cos 57— cos

a;ﬁcosa;ﬁ = atp « ﬂ—(2cosza+ﬁ~l>—
B

+ - o+ o
ﬁcosazﬁ—2 : ﬁ—

+
5 COST—l-IZzCOS 5 | COS—5  —cos—5 >:

a-p oa+p a+pB a-p
L R
=1+4+2cos{90°— 5| -2sin 5 sin 5

(04
=14+2cos

<

[\

=1 +2sinl2/—~25in%—sin£23—: 1 +4sin%sin—2—sin—}2:.

7. Z podanych w zatozeniu réwno$ci mamy: cos &+ cos 3+ cos Y = a - cos (O{ + B+ y) oraz
sin o +sin B +siny =a-sin(a+ B+ ). Zatem, oznaczajgc sume o + 3 + ¥ przez x, otrzymu-
jemy:  cos(a+B)+cos(B+7y)+cos(y+ar)=cos(x—7y)+cos(x—o)+cos(x—f)=
=C0S X cOS Y +sin x - sin Y + cos x - cos & + sin x - sin & + cos x - cos B+ sin x - sin B =
=cos x (cos o+ cos B+ cos Y ) +sin x (sin o +sin B+siny ) =
=COoSX - CcoSX+SinXx a-sinx= a(sin2x+ coszx> =a-1=a. Podobnie dowodzimy, ze
sin(a+ ) +sin(B+y)+sin(y+oa)=0.

8. Przy oznaczeniach standardowych, na mocy twierdzenia sinusOw, mamy rOwnosci:
a=2Rsina, b=2Rsin f,¢=2Rcosy. Zatem:

oa-p a+ﬁ tga;ﬁ

_p 2Rsina-2Rsin B sina—sinf  2sin—5—co

a+bw2Rsina+2Rsinﬁ—sina+sinﬁﬁzsina+ﬁ O( ﬁ a+ﬁ'
2 2

Podobnie dowodzimy pozostatych réwnosci.
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9. a)ctg}/=ctg[(2k+ 1)%—(a+/3)]=ctg %—(O(-l-ﬁ) =tg(a+pB)=

B 1 _ctga+ctg B
ctg(a+p) ctgoctg -1

b) tgy:tg[(2k+ l)%—<a+ﬁ)]=tg

_ 1 _l-tgotgf
te(a+pB) tga+tgf

. Stad wynika dowodzona rownosc;

%—(O(—Fﬁ) =ctg(o+ )=

. Stad wynika dowodzona roOwnos¢.

4. b)x=F +k-T, gdric ke C;
C)x:%+k%1ubx:_%+k%lubx:%+k%gdziekeC;
d)x:%JrkTE,gdziekEC.

gsinx—gcosx 7
: (-5

/2 /2

V= Q1 + Y=
) S X 2 COS X

sin X — Ccos X
sin x + cos x

7. Wskazoéwka: Zauwaz, ze:

8. Mamy:—4<cost+3sinx<181@—4<1—231n2x+3sinx<?@

@—%<25'm2x—351nx—1<4@
& -17<16sin’x—24sinx—8 i 2sin"x-3sinx—1<4 &
& 165in°x—24sinx+9>0 i 2sin’x—3sinx-5<0 e
o (4sinx— 3)22 0 i 2(sinx+ 1)(sinx—%> <0.

9. Wskazowka: Zastosuj indukcje matematyczng wzgledem n.

o+ . a-=p. . , .
7 ﬁ sin > ﬁ i z nier6wnosci z zada-

10. Korzystajac z tozsamosci cos o — cos 3=—2sin

. . . + . -
nia 9, otrzymu]emy:|cosnx—cosnylz}—2 sm(n X2y>sm<n- x2y>‘ =

. Xty . X—y
sm(n 5 ) sm(n 5 )

2 .x+y‘.x y
=n \ 2s1n—2 sin—

2. x+Yy
Sin —»

=2

<2n -|sin 5| =

x—y‘

= n2|cosx— cos y|.

11. a = 1. Wskazowka: Poniewaz:
tg’x+1 =a<tg2x+tgx> o (tgx+ 1)(tg2x—tgx+ l)zatgx(tgx+ 1) e

o (tgx+ 1)(tg2x —(a+1)tgx+ 1) = (i rownanie tg x =—1 ma w przedziale (—%,%)

jedno rozwigzanie (co wynika z wlasnosci funkcji tangens w tym przedziale), wigc nale-
zy wyznaczy¢ te wartosci a, dla ktorych rownanie tg2 X~ (a + 1) tgx+1=0maw tym
przedziale jedno rozwigzanie, takie by tg x #—1.
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12. Cosinus jest funkcja parzysta, przyjmujaca w przedziale (—TE; 7£> jeden raz warto$¢ 1 (dla
x = 0) i dwa razy kazda wartos¢ z przedziatu (—1; 1>. Zatem podane w zadaniu rOwna-
nie ma w tym przedziale trzy rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie kwadra-
towe y2 +ay+b=0 (otrzymane przez podstawienie y = cos x), ma dwa rozwigzania
y,=1liy,€ <—1; 1). To za$ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a 1 b spetniaja warun-
ki:a+b=-1li-1<b< L

13.a <—%,%>

14. Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownos¢

sin x — 1+1 2 —sin x
sinx—2 27 3—-sinx

2(2=sinx)(3 —sinx)> 0, wigc
oAy l—sinx _2-sinx

2 2-sinx 3-sinx
Oczywiscie ostatnia z wystepujacych tutaj nieréwnosci zachodzi dla kazdej liczby rze-
czywistej x, wigc rownowazna jej nierownosS¢ zadania, takze jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej x.

> () o sin x—551nx+4>04:>(4—sinx)(l~sinx)>0.

Rozdziat V.

. a)1;b) 1;c)+oo;d)0; e) +oo; f) +oo.
a) 2;b)=2;¢)+oo;d) —1; e) 0; f) +oc.
a) 33b) ~2; ¢) 3;d) +oor €) 0: ) -1

s».hsnakw!v

)16’ b) - C)2 d)-L
4. a /2 )[ )0;d)§;6)3;f)2;g)4;h)%;i)4,
6. a) 1;b)—1;c) 1;d)o;e)_%;f)__

a)—2:b) (-1)" ~n,c)2,d)€,e) 3 1) -

a) Tak; b) nie.
Dlaa=-2.

AN

7. Poniewaz [%] = % - {%}, wiee x - [%] =1-x- {715} Zatem

tim x| ] = tim (1 —x- {1}) = 1 (dlaczego?). Wobee tego lim /() =£(0), co dowo-

x=0 x—=0
dzi, ze funkcja f jest ciggla w x = 0.

3. Dlaa=

:1|t\3 N|~

4. Dlaa=+%-3.
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8. a

b 0, ¢ = 1. Poniewaz: lim f(x )—limﬁa-Si—g—%&:wl:a,
x—0 x—0
hmf(x)—hmﬂzl
x—0 x-0" X +x—2 2
3 x—l) x2+x+l> 2
i = lim —X =L _; ( ( T S e
i ) =l S T M T 2y M a2 b
b-1)x-b b -1
lirqf(x)ZIier+(X_1)x =lim+(x+x)_(91( )zlim(x+b)=1+boraz
x—1 x—1 x—1 x—1

f(0)= % i f(1) = c, wigc funkcja f jest ciagta w punkcie 0, gdy a = %, za§ —w punkcie 1,
gdyl+b=1lic=1czyligdyb=0ic= 1 Ciaglos¢ funkgji f w przedziatach(—oo; 0),(0; 1)
i (1 ; +oo) dla dowolnych wartosci a, b, c wynika z ciaglo$ci odpowiednich funkcji elemen-

tarnych. Zatem podana funkcja jest ciagla w zbiorze R dla a = %, b=0,c=1

9. Wielomian W( ) ma pierwiastek rzeczywisty w przedziale <O 1 > <O 1> dla kazdej licz-

10.

11.

320

by rzeczywistej a, gdyz jest funkcja ciagla, a ponadto W(O) =-2, za$
1\_1 1V 31

W(Z) =3 2) Fy

Wielomian f(x)= X+ (a+2) x’—x—3a jest funkcja ciagla w zbiorze R, a ponadto

f(ma=3)=—a’=8a-6<0, f(~2)=a+2>0, f(0)==3a<0, f(2)=a+14>0dla
kazdego a > 0. Zatem w kazdym z przedzialow: (—a — 3; =2),(=2;0),(0; 2 ) ma pierwia-

2
@+ (a+

| czyli W(0)- W(%) <0.

stek rzeczywisty.
Przyjmijmy, ze a < a,< ... <d,-1<a, i rozwazmy funkcje¢

1 1 1
Fx)=5=g *5=a,* - T5=a -

:(x—a2>...(x-—an)+ (x—a])(x—a3>...<x—a"> + ...+ (x—al)(x—%)...(x—a”f 1)

(x—a)(x—a) (x—a) ’
Funkcja ( ) przyjmuje warto$¢ 0 dla tych x, dla ktérych przyjmuje ja wielomian
W(x)=(x-a,)...(x- )+(x—al>(x—a3>...<x~aﬂ>+...+
+(x—a,)(x=a,)...(x—a,_,)

Poniewaz W(ai) = (a,.— a])...(ai— a, 1)(a,-_ a, 1)-”(‘1,-_ a”)jest iloczynem i — 1liczb

dodatnich oraz n — i liczb ujemnych, zas

W(al.+ ]) = (ai+ - a])...(aH - al.)(a,. T, 2)...(611.+ . a”)jest iloczynem i liczb do-
datnich oraz n — i — 1liczb ujemnych, wigc W( ai) : W(a,. . 1) < 0. Wobec tego wielomian
W(x) przyjmuje w kazdym z przedzialow (ai; a ., 1) warto$¢ 0, co najmniej raz. Jest to
wielomian stopnia (n — 1)-szego, wigc moze mie¢ nie wigcej niz n — 1 pierwiastkow rze-
czywistych, wobec tego w kazdym z przedziatow (ai; a, 1) ma tylko jeden pierwiastek
rzeczywisty. Stad wynika teza zadania.
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12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

Wskazéwka: Rozwaz funkcje :(a;b) — R okreslong wzorem: h(x) =f(x) - g(x).
Wskazowka: Rozwaz funkcje h:(a;b) — R okreslong wzorem: h(x) =f(x) —x.

Nie mozna. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 13.

Skorzystamy z definicji Heinego ciaglosci funkcji w punkcie. Oznaczmy: h(x ) = g( f(x))
1 rozwazmy dowolny ciag (x”) argumentow funkcji f zbiezny do x,. Wykazemy, ze
}&ni h( ) h(xo) Poniewaz f jest cigglaw x , wiqc lim f(x) = 1152 f(xn) :f(xo) =Y, zas
g - Jest funkcja ciagla w y, =_f(x0>, wiec ‘11}{1“ g( )= %1216 g(y ) g(yo ), gdzie y, :f(x”).
Wobec tego: |

tim ()= lim )= tim g ()= lim &(5,)= 8, = #( /()= )
Wiemy, ze suma i roznica funkcji ciaglych w przedziale sa funkcjami ciagtymi w tym
przedziale. Ponadto, jesli funkcja g(x) jest ciggla, to funkcja g(ax) takze jest ciggta.
Wobec tego, zgodnie z podanym w zadaniu zatozeniem, funkcjami cigglymi sa funkcje
f(x)+f(2x) i f(x)+f(4x), a co za tym idzie — réwniez funkcja f(2x) +f(4x).
Poniewaz

F(x)= 3] (F(x)+£(22)) + (£(x) +7(4x)) = (£(2x) +£(4x))], wige ciagta jest
takze funkcja f (x).

Wskazowka: Rozwaz funkeje g(x ) =f(7—x) +f(x) -7 dlax € R.

Wskazowka: Rozwaz funkcje g(x) zf(x + %) ~f(x)dlax€R.

Wskazowka: Rozwaz funkcje g(x) :f(x + %) —f(x)dla <0; %>

Oznaczmy: [, =f+g, [ =f— g. Z tresci zadania wynika, ze f_jest stalego znaku. Za-
{6zmy (wbrew tezie), ze takze funkcja f, jest stafego znaku. Jesli f i f, sa obie zawsze

dodatnie lub zawsze ujemne, wowczas funkcja /= %( I +f+> jest takze albo stale do-
datnia albo stale ujemna. Gdy za$ funkcje f i f, sa przeciwnego znaku, wtedy funkcja
g= %(ﬂ - f;) jest stalego znaku. W obu przypadkach dostajemy sprzeczno$¢ z poda-

nym w zadaniu zalozeniem, ktora konczy dowdd tezy.

Z podanej w zadaniu rownosci wynika, ze f(999) 999 i f( 999> 999. Skoro wigc
liczby 35—9 1999 sa wartosciami funkcji f, ktora jest ciggta, zas 500 € ( 999° 999) wiec

istnieje taka liczba x()e( l '900), ze f(xo): 500. Wracajac z tym do réwnosci

999°
f(x)-f(f( )):1, dostajemy: f(xo)-f<f(x0)>: I, czyli 500-f(500)=1, a stad

/(500)= 500

Gdyby funkcja f ciggta i roznowartosciowa w przedziale P nie byla w nim monotonicz-
na, wowczas istnialyby w tym przedziale liczby x, x,, x, takie, ze x,<x,<x, oraz
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f(xl) <f(x2) i f(x2) >f(x3) lub f(xl) >f(x2> i f(xz) <f(x3). Ale wtedy na mocy
whiosku z twierdzenia o zerowaniu sie funkcji ciaglej, pewna wartos¢ J | lezaca migedzy
f(xl) i f(xz) oraz f(xQ) i f(x3> musiataby funkcja f przyja¢ w dwoch punktach:
X, € (x1 ; xz) ix,€ (xz ,xz) To za$ przeczy roznowartosciowosci funkcji f w przedziale P.
Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod tezy zadania.

9.

7. a)yz—x+2;b)y=%x+ Lc)yy=3x+2;d)y=—4x-3.

10.a) f'(a) g(a)—f(a) g'(a).

12. Ze wzoru f(ax)=b-f(x) wynika, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0 zachodzi

réwnosc:
fax)=f(a:0) _bef(x)=bS(O0) i umose 1L4X)=10) _p 1) 2/10)
Wobec tego f'(0) = liny fax) 70)_p. lim 1) 1O b (o), skad

f(0)= g— -f'(0)i ostatecznie g =1,bo f'(0) # 0. Zatem a = b.

10.

4. Niech k = tg a, gdzie o jest katem, o ktorym mowa w zadaniu. Wowczas zgodnie z poda-
nym w zadaniu zalozeniem mamy:

k:f,(o) :g,(o) _ f'(O)g(O) _fg()) ) g'(O), astqd: k= kg(O) —sz(())’ Czyh

(£(0)) (¢(0))

<(0)=7(0) = ((0)), acoza ymidzie, & ~£(0) = 5(0) ~ 1 ). Poniewaz (0~ 1) > ¢

wiee T —/(0) > 0,czyli £(0) < L

11.

6. Jesli  W(x)=(x —x())z- V(x), to W'(x)=2(x—x,) V(x)+(x —x0)2~ V'(x)=
=(x—x,)- [2 V(x)+(x—x,) V‘(x)] i widzimy ze W (x,) = W'(x,) = 0. Zalozmy teraz, ze
W<x0> = W'(x()) =0. Gdyby liczba x, byta pierwiastkiem najwyzej jednokrotnym
wielomianu W(x), to oznaczaloby to (na mocy twierdzenia Bézouta), ze
W(x)=(x—-x,) P(x) i P(x,)#0, gdzie P(x) jest pewnym wielomianem. Jednak
wowezas W'(x)=P(x)+(x—x,)P'(x), a co za tym idzie, W'(x,)# 0. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze x, musi by¢ pierwiastkiem dwukrotnym wielomianem W(x) dla
ktorego jest W(xo) = W'(xo) =0.

7. Wskazowka: Wystarczy sprawdzic, ze W (1) = W, '(1) = 0, gdyz X =2x+1=(x- 1)2.

8. Wskazowka: Postuz sic metodg indukcji matematyczne;.
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9. a=3,b=-4 Wskazowka: Rozwiagz uktad réwnan P(1) = 0i P'(1) = 0z niewiadomymi a i .

11.m=3n=3lub m=2 i n=4 Wskazéwka: Z warunkoéw zadania wynika, ze musi by¢ n > 3
if(1)=r'(1)=0.

12.

4. Dlam > 3.

5. a) f-,(x)Z—x72<cosx+xsinx)< Odlax e (O;%); b) f'(x)=2-cos2x>0dlax€R.

7. Wskazowka: Wykaz, ze funkcja f(x)=x"=x"+x jest rosnaca w zbiorze R.

13.
9. a)-1i-3:b) 11i2;¢) 461 —6;d) 2i -2,
10.y:%x+%

11. a) Wskazowka: Wykaz, ze najmniejszg i najwicksza wartoscia funkcji f (x) =3x—x’
w przedziale (~2;2) sa odpowiednio liczby =2 i 2.
c) Sposob pierwszy. Wskazowka. Wykaz, ze najmniejsza i najwigksza wartoscia funkcji

f(x)= —%ﬁ w zbiorze R sa odpowiednio liczby % i2.
x +x+1

Sposob drugi. Zauwaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy:
Al ] J2 Xl
CHxtl xrx+l

2
5 < x
3 3 a+1

@3(a 1)z 2 ()i 2(har 1) 2aT e
X 2x 41200 4254120 (x=1) >0 (x+1) >0,
12. Zero ekstremow, gdy a > % 1 b dowolne, jedno ektremum, gdy a = 0 i b dowolne dwa

ekstrema, gdy (a<0lub0<a< %) i b dowolne.
13.m e (—oo; —l).

14.
1.31-3.
2.a)ib) - kwadrat o boku dtugosci 9 cm.
3.4x4x2.
4. Promien podstawy r = 3, tworzacg [ = 6.
5. Trapez o podstawach dtugosci 20 cm i 10 em, oraz wysokosci dfugosci 5,/3 cm.
6. Boki powinny mie¢ diugosci: %17‘ cm, 27:] cm, % cm.
2a,2
7.5
8.4.

9. ProstopadioScian o wymiarach: %a X %a X %
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Rozdziat V.

1.
20.

21.

23.
25.
26.

28.
34,

3s.
36.

I

e *® S

11.
12.
15.

16.

17.

18.

Rozwazmy dowolna plaszczyzng o i n lezacych na niej prostych [, [, ..., [ przecinaja-
cych sie w punkcie P. Na prostej k, przecinajacej plaszczyzne o w punkcie P, obierzmy
n punktow P, P,...., P . Prowadzac przez punkt P, prosta m i rownolegla do prostej /,
(i =1,2,3,..., n), otrzymamy n prostych m,m., ..., m , zktorych kazde dwie sg skosne.
Na dowolnej plaszczyZznie o rozwazmy okrag i obierzmy na nim dowolnie 7 punktow. Nastep-
nie przez punkty te poprowadzmy proste rownolegle, przecinajace ptaszczyzng o w tych punk-
tach. Otrzymamy wowczas n prostych, z ktorych zadne trzy nie lezg w jednej plaszczyznie.
Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku faczacym Srodki dwoch bokow trojkata.
Wskazowka: Zauwaz, ze punkty P, O, R i S sa wierzchotkami rombu.

Wskazowka: Wyraz dtugos¢ tych odcinkow w zaleznosci od diugosci krawedzi tego
czworoScianu i skorzystaj z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

/3

3

Na plaszczyZznie prostopadiej do odcinka AB, ktérego punktem wspolnym z nig jest je-
go Srodek.

Na plaszczyznie dwusiecznej tego kata, ktorej krawedzia jest krawedz tego kata.

i 37. Wskazowka: Skorzystaj z wzajemnego potozenia prostych i plaszczyzn w przestrzeni.

A)W=6K=9,5=5b)W=8K=12,S=6,c) W=10,K=155=T7,d)y W=12, K= 18,
S=8¢e)W=2nK=3nS=n+2.

a) 3;b) 6; ¢) 10; d) 15; e) 36.

Pigciokat i dwunastokat.

54<5+2/6)cm2.

56 cm.

.12(6+/51%)cm2.

a2<6+/§>
— s
6,517.

8./3 cm>.

2
a f luba’ /2.
INER
3a2ﬁ

2

5. a)W=4,K=6,S=4b)W=5K=85=5c)W=6,K=10,S=6,d)W=7,K=12,5=7,
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10.
11.

o m o o~

10.

11

12.

aA)W=6,K=9,S=5b)W=8 K=12,5=6;c) W=10,K=15S=7,d) W= 12, K =18,
S=8e)W=2n,K=3nS=n+2.

a) Trzy; b) cztery; c) pig€.

a) a’ /3 b) a2<1 + /3)

a’(2+/5)/3

—g

Wskazowka: Zauwaz, ze jeSli w podstawe ostrostupa mozna wpisa¢ okrag o srodku
w spodku wysokosci tego ostrostupa, to wysokosci Scian bocznych opuszczone na kra-
wedzie podstawy sg rowne.

. Wskazowka: Zauwaz, ze Sciany boczne ostrostupa Scigtego prostego sa trapezami o row-
nych wysokoSciach.
6(3+2/6)cm’.

2/2,/1.

Wskazowka: Wykaz najpierw, ze rownolegtobok majacy przekatne rownej dtugosci jest
prostokatem.

Wskazowka: Zauwaz, ze katy te sa rowne odpowiednim katom wewnegtrznym pewne-
go trojkata.

Wskazowka: Sciany tego ostrostupa sa parami przystajace, mozna zatem wywnioskowaé
ze s3 one trojkatami rGwnobocznymi.

3/3(1+/13),

Teza zadania wynika z przystawania trojkatow prostokatnych, ktorych wspdlna przyprosto-
katna jest wysokoS¢ ostrostupa, za$ ich przeciwprostokatnymi —jego krawedzie boczne.

. Teza zadania wynika z przystawania trojkatow prostokatnych, ktérych wspolna przypro-
stokatna jest wysokoSc¢ ostrostupa, ich przeciwprostokatnymi zas — wysokosci jego Scian
bocznych, opuszczone na krawedzie podstawy.

Wskazowka: Wykaz, ze przekatne podstawy sa rownej dlugosci.

S.= 6(3 + 2\@)cm2, V=9,/6cm?.

S =14/3cm? V=6cm’.

S,=3(2+/3)dm’.

S.=48/3cm? V=322 cm’,

S, =(10+3/55+/155)cm?, V=511 cm’.

S,=12(4+/3)cm?, V=36cm’.

Wskazowka: Wykaz najpierw, ze w kazdym rownolegtoboku suma kwadratow diugo-

Sci przekatnych jest rowna sumie kwadratow diugosci jego bokow.

325



Odpowiedzi i wskazowki

8. Krawedz podstawy ma dtugo$¢ 3 cm, a krawedz boczna 2 cm.
9. V=36Y6cm’, S =72 /2 cm?.

10. R

11.V

10.
11.

12.

13.

326

R=13.

[

—1 jesli0° < o< 60°.
4sm o

821 cm?.

a’/2
12
a'/2
3

V= % b'sin 2a - cos o, gdzie ot € (0°:90°).

V= %rz bz—%rz, gdzier € <O;b—2/§>.
J/2cosa
gy=———7"-
sin 5

Przy oznaczeniach jak na rycinie 5 mamy:
2,2

AC*=d*+b* BH = 4D D
a +b 7
JC
Zatem: 4 p \'(é
2 2 2 2 2,2
(pole AACD) = 4(a*+%)- 4 +al;+6bja b - Ryc. 5.

2 2

=<"7‘> " (%) + (%) = (pole AABC) + (pole AABD) + (pole ABCD).

2
8. 5,=%/7+4/2.
8

6.

V=72/3cm’ S =216cm>

16 /3.

Oznaczmy te Srodki odpowiednio przez E, F 1 G. Zauwazmy,
ze plaszczyzna o wyznaczona przez te punkty przecina kra-
wedz AC w jej Srodku (oznaczmy go przez H) (ryc. 6). Rze-
czywiscie, odcinek FG jest rownolegly do krawedzi BC.
Zatem prosta BC jest roztaczna z plaszczyzna @, a wigc tak-
ze z prosta HE. Plaszczyzna ta dzieli czworoScian ABCD
na dwa piecioSciany HEFGBC i HEFGAD. PigcioScian
HEFGBC ma objetos¢ rowng sumie objetosci dwoch bryt:
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11.
12.
13.

14.

15.
16.

A

a) czworos$cianu EFKB jednoktadnego do czworoScianu ABCD w stosunku % (a zatem

majacego objetos¢ rowna 1 objetosci czworoscianu ABCD));
) 1e g OY]

b) graniastostupa HGCEFK majacego objetoS¢ trzy razy wigksza niz czworoScian
EFKB. Stad wynika teza zadania.

Nie.

Nie.

Zat6zmy, ze kula o Srodku O, i promieniu r, jest zawarta w kuli o Srodku O, i promie-
niu r,. Wobec tego r,< r, i zachodzg dwa przypadki:

a) srodki O, 10, pokrywaja si¢ i wtedy rzeczywiscie O, 0,=0 <r,—r,;

b) Srodki 0,10, sg r0zne.

PoprowadZzmy potprostg [, o poczatku w O, przechodza-
cg przez O, 1 polprosty [ 0 poczatku w O, i zawartg w [,
(ryc. 7). Polprosta [, przecina sfer¢ kuli mniejszej
w punkcie A, poOlprosta [, zaS — sfer¢ kuli wigkszej
w punkcie B. Oczywiscie O, A=r, O,B=r,.

Odcinek O, A jest czeScig wspolng kuli o Srodku O, , pro-
mieniu 7, i potprostej [, odcinek zas$ O, B - kuli o Srod-
ku O, , promieniu r, i poiprostej /.. Ryc. 7.

Oczywiscie 0,0,<r,—r, 0,0, +r<r,0,0,+0 A<0,B. Ostatnia nierownos¢
wynika stad, ze O, A C O, B oraz odcinki O, 0, i O, A majg wspolny koniec O, i s3 zawar-
te w odcinku O, B.

Zatozmy teraz, ze O, 0,<r,—r,czyliO, O, + r,< r,. Dla dowolnego punktu 7 kuli o Srodku
O, i promieniu r, zachodzi nierowno$¢ PO, <r. Poniewaz PO,< PO +0,0,=
=r,+0,0,<r+r,—r,=r,wiec PO, < r, co dowodzi, ze punkt P nalezy do kuli o Srodku O,
i promieniu r,. Kula ta zawiera zatem kule o Srodku O, i promieniu r,.

Odlegtos¢ ich srodkow jest rowna sumie ich promieni lub wartosci bezwzglednej r6z-
nicy promieni tych sfer.

Wskazdwka: Zobacz zadanie 13.

Do prostej taczacej Srodki kul K i K, nalezg po dwa punkty sfer kul K, i K,. Odlegtos¢
pewnych dwoch sposrdd tych punktow jest wigksza od sumy Srednic tych kul.

.45°%

a) Srazyi25razy; b) 3 razy;c)n-mrazyi n’-m razy.
'S razy i 'S razy.
Zmniejszy si¢ 2 razy.
Zmniejszy si¢ 2 razy.
a) 4 razy; b) 8 razy.
1000 _em _ Hcm
27S s

31 (0,7) 397
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10. Okoto 6,5 cm 1 12,7 cm.
8

llﬁﬂ
_ 1125 , o, 1125/15 ;
12. S = 16 ncm,V—764 T cm?.
48
13?75
14.+ 647 (1+/2)cm?
R . .

15. Okoto 0,00008 mm.

16. Okolo 229,3 dm?.

18.24 7.

19. Okoto 1255 cm? i 4182 cm’.

V=2mr'tga, S.=27r (14 2tga).
a) 937; b) 1057,
V=67, S = 2(3 + 2ﬁ)n.

ol A

TR (3+2/3)
S=——7
Krawedz podstawy ma diugosc 2, a krawedz boczna 3.
S, = 36.
V=6,3.

_9
V-4ﬂ.

arc tg /2 ~ 55°.

S A L

, .l
10. arc cos 3

11. Pole tego przekroju wynosi 25 /2.
12. 3 razy.

Rozdziat VI

1.

2. a)55;b)9%5¢)(n—-1)1;d)(n+2)!;e)8!;1) 10!;g)%; h) (n=1)1;1) 10;j) n+ 1; k) n — 4;
Hhn—k.

3. ) 10;b) 56:¢) Ly d) 2.
6. 5.

7. 71,

8. 61-41.

9. 4-5.
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2
U
3 a)k'(z):k' k!(nnik)! e 1)![((nn—_11)>i(k— ! :"'<Z: %>

0 (i) (1)- RN TR (k—(ln)!—(i)ik)! =(7)E=)
)

+
0o

12<2+( )( BB -6

43
e ()3)+ (127 o)+ (7))
15. ) (g)(g) b)3- (;) +2- (S)

16. a) Na przyktad: Wybierajac z n 0sob k, zarazem odrzucamy pozostate (7 — k ) 0s6b. Wo-

bec tego k-elementowych kombinacji oraz (n — k }-elementowych kombinacji tego sa-
mego zbioru n-elementowego musi by¢ tyle samo. Stad wynika podany wzor.
b) Na przyktad: Z urny zawierajacej n + 1 kul, wsrdd ktorych n kul jest biatych i 1 czar-

na, wybieramy k + 1kul. Mozemy to uczyni¢ na (Z i } ) sposobow. Poniewaz w tej licz-

bie (k + 1)-elementowych podzbioréw zbioru n+ 1 kul mamy ( k?— 1) podzbioréw
. . . . ..(n ., . . . . .

niezawierajacych kuli czarnej i ( k) podzbioréw zawierajacych ja, wiec rzeczywiscie

C o (n+d n
zachodzi réwnosc: <k+ 1) <k+ 1)+<k>

c) Wzdr ten wyraza (dwojako) liczbe wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego.
3.
3. 4"
4. 52°.
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5.
6
7
4
1
2
3.
4
5
6
7
8.
9.

10.

11.
12.

5.
2.

330

4-41!.

. a)8-7-6-5=1680;b)8".

1 2 3 n
. n+n +n +...+n.

: 12+12/2+4/3.
) 6(2+ﬁ).

4(3+3ﬂ+/§).

. n.

o

C (k=1)(n k).

+52)

2n—1

?(g) +n.

(2""”— 1)(2’”— 1)

Zdarzeniem elementarnym jest trojwyrazowy ciag wynikow rzutu moneta, to znaczy:

w= (xl ,xz,x3), gdzie x,€ {O,R } oznacza wynik i-tego rzutu (i=1,2,3).

Zatem Q= {a): (x],xz,x3); x,€ {O,R}}; 12| = W;: 2°=38.

a) Zdarzeniem elementarnym jest nieuporzadkowana para wynikow. Sa to pary: OO,
OR, RR. Mamy wiec tutaj 3 zdarzenia elementarne.

b) Zdarzeniami elementarnymi sg tutaj nieuporzadkowane pary wynikow rzutu dwie-
ma kostkami, a wiec pary: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 36, 44, 45,
46, 55, 56, 66. Wszystkich zdarzen elementarnych jest zatem 21.

Wynik turnieju zazwyczaj zapisuje si¢ w postaci tabeli,

gdzie 0 oznacza przegrana, zas 1 — wygrang.

Na przyktad wpisane do tabeli liczby 0 i 1 oznaczajg wy-

grang A z B. Tabele taka przyjmujemy za zdarzenie ele-

mentarne. Zbior wszystkich takich tabel jest wiec zbio-
rem zdarzen elementarnych. OczywiScie tabel tych jest
tyle, ile jest szeSciowyrazowych ciaggdw o wyrazach

A | B |C|D
1

olO|m| >

réwnych 0 1 (dlaczego?), czyli 2°= 64.
Zdarzeniem elementarnym jest tutaj trojelementowy podzbior zbioru 30-elementowe-
go (wybieramy 3 uczniéw sposrod 30). Zatem wszystkich zdarzen elementarnych ma-

3 30
my C;0=< 3 )
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6. Kazdemu pasazerowi przyporzadkowujemy pietro, na ktorym wysiadzie. W ten sposob
kazdy rozktad wysiadan opisuje pewna funkcja okreslona na zbiorze pasazeréw o war-
toSciach w zbiorze pigter (oSmiowyrazowa wariacja z powtorzeniami zbioru dziesigcio-
elementowego) i przyjmujemy go za zdarzenie elementarne. Wszystkich zdarzen ele-

mentarnych mamy wigc tutaj 10°.

5. (T)+<g)+...+<2):2”—1.

6. a) ANBb)A'UBSc)(ANB)U(A' NB);d)A'NB.

7. a)(ANB)NC;b) AUBUC;¢c) A'UB'UCY
d)(ANB'NCHYU(A'NBNC')U(A'NB'NC).

8. a){(l,l),(l,z),(z,1),(1,4),(4,1),(2,3),(3,2),(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3),

(5.6).(6.5)}

B){(12),(2,1).(2:2)(2.3).(3.2)(2,4),(4.2).(2.5)(5.2).(2.6).(6.2). (3,1),(1,3)5(3,3%
(3,4).(4,3),(3,5),(5.3).(3,6),(6,3),(5,1),(1,5),(5,4).(4,5).(5.5).(5.6).(6.5) }:

) {(11),(1,2),(1,3).(1,4).(2,1),(2,2),(2.3),(2,4),(3,1),(3,2).(3, 3),(3,4),(4,1),
(4,2>,(4 3).(4.4);

d) {(5.1).(1,5).(2,5),(5,2),(3,5).(5,3).(5,4).(4,5).(5.5).(5.6).(6.5) .

9. a){(0,0,R),(0,R,0),(R,0,0).(R,R,0).(R,0.R).(O.R.R)};
b){(0.0.R).(R,0.0).(0.R,R),(R,R,0)}
¢){(0,R,R),(R,0,R),(R,R,0),(0.0.R).(0.R,0),(R,0.,0),(0,0,0)};

d){(0.0.0)}

10.2) 0;b) 0;¢) O lub 1; d) 0; €) 3; f) 1; g) 3.
11.a) Nie wylosowano trzech kul bialych, nie wylosowano biatej kuli, wylosowano co
najmniej dwie kule biale; b) B; ¢) wylosowano jakakolwiek kule (zdarzenie pewne);
d) wylosowano trzy kule biate; e) wylosowano jedng kule bialg.
12.a) Zdarzenie pewne; b) zdarzenie pewne; ¢) zdarzenie niemozliwe.

8. Poniewaz AN (B\A)=2iB=AU(B\A) wigc P(B)=P(A)+P(B\A) stad
P(B\A)=P(B)-P(A).
9. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)<P(A)+P(B), gdyz P(ANB) >0, przy czym
)+ P(

11,3, 1
12:9) 79 13-
T.mw3...9
11. 2) 753 b) 135 ©) 1
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12. Nie moga.

13. Gdyby AN B =@, wtedy P(AUB) > 1, a to jest niemozliwe.

14. Poniewaz 0 < P(AUB) < P(A)+P(B)=0+0=0,wiec P(AUB)=0.

15. Poniewaz 1 > P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AUB)=1+1-P(AUB)> 1, wicc
P(ANB)=1

16. Mamy: AN(A'NB)=@iBN(B'NA)=doraz

U(A'NB)=(AUA")N(AUB)=Qn(AUB)=AUB,
BU(B'NA)=(BUB')N(BUA)=2n(AUB)=AUB. Stad wynika dowodzona
rOwWnos¢.

17. Wskazowka: Zastosuj wzor: P(XUY )= P(X)+P(Y)-P(XNY), piszac
P(AUBUC)=P((AUB)UC)

18. Korzystajac ze wzoru z zadania 17, otrzymujemy na mocy podanych zalozen:
1=P(Q2)=P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+
+P(ANBNC)=6P(A)=3P(ANB)+P(ANBNC)=
=6P(A)-2P(ANB)—(P(ANB)-P(ANBNC))<6P(A), czylil <6P(A), skad

P(A)> ¢
Ponadto:
1=P(Q)=P(AUBU
4P(A)+2P(A)~
)~

C)=6P(A)~P(ANB)~P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)=

P(ANB)=[P(ANB)+P(CNA)=P((ANB)N(CNA))|=
4P(A)+2P(A)-P(ANB)=P((ANB)U(CNA))=
4P(A)+(P(A)=P(ANB))+(P(A)=P((ANB)U(CNA))) >

)= P(An (
>4P(A), gdyz P(A)>P(ANB),bo ADANB, oraz P(A) > P((ANB)U(CNA)),

bo A S (ANB)U(CNA). Zatem, istotnie + < P(A) < .

8.

3.4

4.2,

5.4

6.2) %, b) %, c) %
145

8.2) %; b) %

9.1,

10. .
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9.
1, 1023
*1024
1 242
5
3.75.
5 6
-3
15
5.-1%
18 18
U O
)0y D oy
10 10
7. 267
2-5
n_. n__. n
89 2T 2T 92201
1
9.3
1
10. 75-
6
1L 5%
4
2. %.
n 1 n— 1
13. % 3 gdy n jest liczba parzysta; | n—1 |- %, gdy n jest liczba nieparzystg.
2
14. % Wskazowka: Zauwaz, ze suma czterech liczb catkowitych jest podzielna przez 3 wtedy
1 tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z mozliwoSci:
a) wszystkie cztery liczby sa podzielne przez 3;
b) jedna z tych liczb jest podzielna przez 3, a pozostale daja z dzielenia przez 3 t¢ sama
niezerowq reszte (1 lub 2);
¢) dwie z tych liczb sg podzielne przez 3, a dwie pozostate daja z dzielenia przez 3 r6zne
niezerowe reszty;
d) dwie z tych liczb daja z dzielenia przez 3 reszte 1, a dwie pozostale — reszte 2.
2 2
15. Szukane prawdopodobienstwo wynosi b >+ —5— i rzeczywiscie:

2 (b+c)2 (b+c)
pac’ 1 20’+et) 1 (bt (b=c) 1 (btc)

1. -1
(b+c)2 2 (b+c)2 2 (b+c)2 2 (b+c) 2
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16.

17.

334

%. Wskazowka: Zauwaz, ze istnieja trzy mozliwe sposoby potaczenia czterech punktow

odcinkami (ryc. 8); z tych trzech tamanych tylko jedna jest brzegiem czworokgta
wypuklego.

D A&

Ryc. 8.

4 . . L n(n+1)
—————. Wskazowka: Zauwaz, ze w urnie tejjest1 +2+3+ ... +n= kul;
3(n+2) 2

n(n+1)
dwie z nich mozemy wybrac na 2 = % n(n+1)(n—1)(n+2)sposobow, zas
2

dwie kule majace ten sam numer — na:

(%)JF@)“L(%)"’ +(g):<n§ 1);%(n+ 1)n(n—1)sposobow.

1

5
2) 75 b) 1
a) Mamy: P(A1B)-P(B)=P(ANB)=P(BNA)=P(BIA) P(A);
P(A1B)-P(B) P(A)-P(B
( P(>A )( ). <P><A)< ) p(s),
P(ANBNC)=P((ANB)NC)=P(ANB)-P(CIANB)=
=P(A)-P(BIA) P(CIANB).

P(A,NA,) P(ANA,NA,) P(ANANANA,)
NA,N...NA,)=P(A)- PA) PAnA)  PAnAnA)
P(ANA,N...NA, ) P(ANAN..NA)

b) Mamy: P(B1A) =

P(A

1

P(ANA,N...NA,_,) P(ANA,N...NA, )
=P(A,)-P(AJA)-P(AJJANA,)-...-P(AJANA,N...NA, ).
0.

P(AnC) P(C)

a)P(AIC)= P(C) \P<C)=l,gdyZAmCCC,acozatymidzie
P(ANC
P(Amc)<P(C).P(A|c):%>0,gdsz(Amc)>o.
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b) Poniewaz ANA'=@1AUA' = Q, wiec
1=P(Q1C)=P(AUA'IC)=P(AIC)+P(A'IC).
P((AuC)nC) P((ANC)u(BNC))

P(C) - P(C) -
_P(ANC)+P(BNC)-P((ANB)NC) P(ANC) P(BNC) P((ANB)NC)
B P(C) “Tp() TP(e) T PO
=P(AIC)+P(BIC)-P(ANBIC).

¢) P(AUBIC)=

NelpN|

9. 5. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 8.b).

10.

| —

11.

=
[0 Ol (o

WA= N
-

10. 0,43.
11. 0,9609.

12. 3.

A1 B sg niezalezne.
A1 B sa zalezne.
A1 B sa zalezne.
A'i B sa zalezne.

®© N ;e

Dla dowolnego zdarzenia A C 2 mamy:

a) P(ANQ)=P(A)=P(A)-1=P(A) P(Q)

b) P(AN@)=P(2)=0=P(A)-0=P(A)-P(2).

9. Poniewaz ANB=@iP(A)>0,P(B)>0,wicc P(ANB)=P(@)=0#P(A) P(B).

335



Odpowiedzi i wskazowki

10. 2) Mamy: P(B)=P(2NB)=P((AUA)NB)=P((ANB)U(A'NB))=
=P(ANB)+P(A'NB)=P (A) P(B )+P(A' NB), gdyz(ANB)N(A'NB)=
oraz P(ANB)=P(A)-P(B). Zatem P(A'NB)+P(A)-P(B)=P(B), skad
P(A'nB)=P(B)-P(A)-P(B)=(1-P(A)) P(B)=P(A)-P(B).
b) Skoro zdarzenia A'i B sa niezalezne, to na podstawie a) zdarzenia (A')'i B', czyli
zdarzenia A i B' takze sg niezalezne.

¢) Sposdb pierwszy. Poniewaz A'N B' = (AUB)‘(I prawo de Morgana) oraz
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)=
=P(A)+ PB)(1 = P(4)) = P(A)+ P(A) P(B) wice:
P(A'nB')=1-P(AUB)=1-P(A)-P(A")-P(B)=P(A")~P(A')-P(B)=
=P(A")(1-P(B))=P(A")-P(B).
Sposdb drugi. Skorzystaj z a) i b).

11. Sposob pierwszy. Korzystajac z fatwej do udowodnienia wtasnosci proporcji:

%=L o LEE - L dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d, otrzymujemy:

P(ANB) P(ANB')
P(B) — P(B)
P(AnB)+P(AnB) P(AnB) P((ANB)U(ANB')) P(ANB)
P(B)+P(B)  P(B) * P(BUB') " P(B)
P(AN(BUB')) P(ANB) P(ANQ) P(ANB)

P(Q)  ~ P(B) T T P(B)
P(ANB)
P(B)
Sposob drugi. Poniewaz P(B') =1 — P(B) oraz P(ANB') = P(A) — P(AN B), wiec

P(AIB)=P(AIB) & P(;(g)B) _ P(PA(Q})%')

o P(ANB)-P(B)=P(ANB")-P(B) &
o P(ANB)(1-=P(B))=(P(A)=P(ANB))-P(B) = P(ANB)=P(A)- P(B).
12. Poniewaz ANB=21P(ANB)=P(A)-P(B), wigc
P(A)-P(B)=P(ANB)=P(2)=0s P(A)=01lubP(B)=0.
13.
2. Q:{a)z(ml,mz,...,m”);mi:O lub mizR}.
|Q|=2

P(AIB)=P(AIB) &

(=1

=4

=1

(=4

54

o P(A)= o P(A)-P(B)=P(ANB).

copoeam,)im =0 lub m=Ri#ki=12, .. n}
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2 -1 dlak=1,2,3,...,n.Dlakazdego k takiego,ze2 < k<n

Zatem P(Ak)z T

n-k k
mamy P(A, N4, N...0A, )= 2 =<%> =%-%Ak...%zP(Al.l)-P(Aiz)-...~P<A[.k>,
co dowodzi niezaleznoSci zdarzen A, A,, ..., A .

. a)WskaZ(’)Wka:‘Ak|=6 ,Zaé‘AilﬂAizﬂ...ﬂAik‘=6"ﬁk.b)WskaZ()wka:‘Ak}:3-6"71,

n—1

n—k

zas|A,NA, N ..NA |=3"6

. Nie moga.

. Mamy:
P((AUuB)nC)=P((ANC)U (Bmc)):P( NC)+P(BNC)-P(ANBNC)=

=P(A) P(C) + P(B) )=

=(P(A)+P(B)=P(A)-P(B ))'P(C):(P(A)+P(B)—P(AOB))'P(C)=

=P(AUB)-P(C).

. Niech P(A)=P(B)=P(C)=p. Wowczas: P(ANB)=P(BNC)=P(CNA)=p’, zas
P(AﬂBﬂC):P(Q)=O.W0becteg0P(AUBUC):3p—3p2. Poniewaz jednoczes$nie

P(AUBUC)=P(ANB)+P(BNC)+P(CNA)=3p’, wiec 3p-3p°>3p’, skad

p < %, przy czym p = %, gdy rzucamy dwa razy moneta i zdarzeniami A, B, C bedg odpowied-

nio zdarzenia: A = {(R,R),(R,0)},B={(R,0),(0,0)},C={(0,0).(R.R)}.

. Niech A, bedzie zdarzeniem: ,,i-ty strzalt byt celny”.i=1,2, ..., n. Z zalozenia wynika,

ze zdarzenia A ,A,,...,A sg niezalezne, wigc zdarzenia A',A,',...,A " takze s3

niezalezne (wykaz to!).

Wobec tego P(A,NA,N...NA )=P(A)-P(A,)-...-P(A,)=

:(1 —P(A]‘>><l —P(A;)) . _<1 —P(A“‘>):

<1__><1_§> ”'.[l_mll)z :2(nn++21)'

. Poniewaz:
P(AN(BUC))=P(A)-P(BUC)=P(A)-(P(B)+P(C)-P(BNC))oraz
P(AN(BUC))=P((ANB)U(ANC))=P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNC), wicc

P(A)(P(B)+P(C)=P(BNC))=P(ANB)+P(ANC)=P(ANBNC),czyli

)=
() P(A)-P(B)+P(A)-P(C)=P(ANB)+P(ANC)
Ponadeto:
P(B)-P(ANC)=P(BN(ANC))=P(ANBNC)=P(CN(ANB))=P(C)-P(ANB),
wiec
P(ANB)

(**)P(AHC):P<C)‘ P(B)
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Wracajac z tym do rownosci (), dostajemy:

P(A)(P(B)+P(C)):P(AﬂB)+P(C)-£(;‘T2—;B—),stqu(A)‘P(B):P(AnB).
Podstawiajac to do rownosci (#), otrzymujemy:
P(ANC)=P(C)- P%)(;)(B) =P(A)-P(C)
Wobec tego
P(BNC)= M;}i;”c) P<C;Eﬁ;3)) P(C)PI(J/(S‘“B):p(B)-p(c)oraz
P(ANBNC)=P(ANB)-P(C)=P(A)-P(B)-P(C).

14.m

© 800"

. a)0,7221;b) 0,9779; ¢) 0,0221.

1

2

3. 0,18.

4. 0,06.

5. a)0,612; b) 0,003.

6. Przy uzyciu dwoch ztaczonych zapalek.
7. 0,64.

3. Jest to schemat 5 prob Bernoulliego, w ktorym p = % Szukane prawdopodobienstwo

763
wynosi 3388

4. Jest to schemat 9 prob Bernoulliego, w ktorym p = % Szukane prawdopodobienstwo

wynosi%.
5. Jest to schemat 12 prob Bernoulliego, w ktorym p = %
a) P, (6)+P,(7)+P,(8)+ P(?)fPlz(IO) P,(11)+P,(1 )j o
(ST IRR) (RIS BB )BT+ (4T (3) -

(R B)+(34).

b) Paf0) + Pa(l) + Fu(2) + F(3) =

] 12\(1\(2) L (12\(1)[2)
(NN = (HRET (N3] +(5)3)(3)
6. Zdarzenie: ,,0siggniecie co najmniej jednego sukcesu” jest przeciwne do zdarzenia:

,poniesienie samych porazek”. Stad p=1— T
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7. Jest to schemat 12 prob Bernoulliego z prawdopodobienistwem p = 0,8 sukcesu w jednej
probie. Zajezdnia funkcjonuje normalnie, jesli kursuje co najmniej 8 tramwajow, czyli
gdy sukces zajdzie co najmniej 8 razy. Wobec tego szukane prawdopodobienstwo jest
rowne:

Pa(8)+ Pu(9) + Po(10)+ PL(11)+ P,(12) = § ) 087 (0.2) "+ 1§ 0.8 (02) +

+(15)08) 020+ (13 )08 02)+ (13 )(0.8) = 0,93

16.

1. 16.

2. 10.
3.49150.
4. 45.

17.

23. Wskazowka: Zauwaz, ze dla kazdego k=1,2,3,...,n zachodzi nieréwno$é

x . —x_ |Lgdziex ix . oznaczaja odpowiednio najwigksza i najmniejsza

max min max min

|x,—x|<

zliczb x, x,,..., x .
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